Lignes sans pertes en haute fréquence, aspectémutifues

Jean-Pierre Bourdier, F6FQX (article écrit en nolye2012)

Tout OM utilise une ligne HF pour relier son émette2cepteur a son antenne. Il connait les
guelques régles qu'il est préférable de respecter gue tout se passe au mieux ; avec la
normalisation actuelle du matériel radioamateuesedont les suivantes :

- utiliser une ligne de préférence coaxiale pousEnsibiliser aux perturbations du voisinage
- choisir un coaxial de 5Q (impédance caracteéristique) pour gu'’il soit acéard’antenne
(résonnante et, comme la plupart des antennedlastude 502 d'impédance d’entrée)

- utiliser un coaxial a faibles pertes.

Mais, si I'OM est curieux, il se demandera comnfenttionne une ligne HF, et s’il est

encore plus curieux, il cherchera a comprendreucegpasse dans son coaxial. Pour cela, un
peu de maths est nécessaire (disons du niveaugiéareapprend en classe de terminale S
actuelle). L'objet de cet article est de présel@gaspects mathématiques du fonctionnement
d’une ligne HF, sur un exemple chiffré afin de as pendre le propos trop abstrait.

1/ Rappel sur l'utilisation des nombres complexeglectricité :

L’OM, en bon technicien des circuits électriqueibest, aime beaucoup se servir d’'un
voltmétre ou d’un amperemetre, voire d’'un oscilyse s'il est vraiment trés porté sur les
mesures. Avec ces appareils, il mesure des tengotre 2 points), des intensités (dans un
conducteur), et des phases entre 2 des grandécexdgntes : entre une tension et une
intensité, entre 2 tensions, entre 2 intensitass(prement).

Telles qu'il les lit sur ses appareils de mesues,grandeurs, sont des nombres régls
peuvent étre des valeurs instantanées (lectutesdllbscope) ou « moyennées dans le
temps » (on dit « efficaces ») quand il les litvaltmetre ou a 'ampéremetre.

Bien qu’en fin de compte on parte toujours de n@snhbéels et qu’on vise toujours a se
ramener a des nombres réels, I'utilisation des mesmbomplexes est tres pratique car elle
permet de simplifier beaucoup les calculs. Rapetonle mode d’empiloi :

A/ grandeurs du®degré (intensité et tension) [*] :

al intensité
Supposons qu’on lise a l'oscilloscope une intersitésoidale d’amplitude créte ., et de
phaseg ; on sait qu'alors on lit a lamperemetre unemsieé efficacel ;.. :7] crete €1

que la formule donnant l'intensité instantanéelest =1 _,..Cos@ +¢)

Définition : on appelle « intensité complexe dans un conducte nombre complexe
_ i — . . .
I complexe — l crétg =1 créte(co$ +J 'S|r¢ .



b/ tension:

Supposons qu’on lise a l'oscilloscope une tensious®idale d’amplitude crétd ., et de
. . \ - V2
phasea ; on sait qu’alors on lit au voltmétre une tenseiicaceU .. :7.U e €L QUE

la formule donnant la tension instantaneelgst =U .. COS@t + @)

créte”
Définition : on appelle « tension complexe entre deux poilets®ombre complexe
u U e = U cosa+ j.sima .

complexe — ™ créte

c/ passage des grandeurs complexes aux grandstastanées
Inversement, on passe des grandeurs complexeganoegrs instantanées par les formules

suivantes (la fonctionl{ Z} désignant la partie réelle de:

Iinst. = D{I complexee i(d} =1 créte[| {e j¢ejm} =1 crété:l {ej-((d+¢)} =1 crét‘ecosw +¢ :
et
Upe =0{U

inst. —

eJ&I} = U créteD{ ei”_ ém} = U créteD{ é(m +a)} = crérecoséd t a :

complexe

B/ grandeurs du 2eme degré (puissance) [**] :

On raconte que le concept de puissance est dUesJafatt, inventeur de la machine a vapeur
et qu'il avait choisi le cheval-vapeur (CV) comnaté, car 1 CV permettait de tirer un

chariot de tonneaux de biere comme le faisait alorson cheval de trait... Le concept de
puissance correspond donc, fondamentalement, @whiltmécanique par unité de temps.

En électricité, ce n'est pas parce qu’orlif.....aux bornes d’'une charge traversée par
lue & 'amperemétre, qu’on peut dire que cettegdaecoit une puissance égale au

I efficace

produit U ... ercacedU 9€NErateur qui l'alimente. En revanche, on dpelissance

instantanée recue par cette charge la quantité

Pinst. = Uinst.'l inst. :U créte’ Cosw ta )I' créte'co%l + ¢ )

I:)inst. = Ucréte'I créte COS&I ta )-00541 + ¢ )

P :—UCfé“;I Cfé‘e.[cos@'—¢ Y cos(at+a+¢@ ])

inst.

P - Ucrét(;I créte'COS@,_¢ )+U crét;l Créte.COS(m +q+ ¢

inst.

On constate que cette grandeur n’est pas sinusdiclakt la raison pour laquelle les
opérations faites précédemment avec les interetités tensions ne sont plus possibles avec
les puissances). Elle est la somme de deux termes :

U . . n
-le premler%"’ew.cos@'—;t ) est constant (et positif car on a toujojars- g)| SE)

- le secondU“éteT“ré‘e.cos(m +a + ¢ )est périodique de pulsatiq@w) .

En intégrant la puissance instantanée sur un noemtrer de périodes, on trouvera une
énergie totale fournie a la charge égale au pretmiere, qui correspond donc a une



puissance moyenne fournie a la charge qu’on appgligissance

. U .ol oo
active :P, :%m.cosb—m

U el oe o : -
Le second terme%”e‘e.cos(u +a+¢ ), intégré sur un nombre entier de périodes, est

nul et ne correspond donc pas a une « énergie |ayeelle James Watt aurait pu tirer un
chariot de tonneaux de biere »... Mais on peut I\ss&al comme mesurant un échange
d’énergie a chaque instant (donc une puissance kntharge et son générateur, échange qui
change de sens a chaque demi-période : c’est ptterraison qu’on parle de puissance
réactive (la charge n’est alors plus seulementiypasss-a-vis du générateur : elle lui prend

de I'énergie pendant une demi-période, puis ladsiitue ensuite)[***].

D’ou les 3 conventions suivantes :

: : . U .ol s
- on appelle puissance active la grandeur rée|le %ﬂe‘e.cos@—¢ )

. L U ol care
- on appelle puissance réactive la grandeur rée|le %ﬂe‘e.sm(a—;t)

- on appelle puissance totale la grandeur compkexe = P, + |.P;

Rappelons qu’il s’agit bien de conventigmsisqu’en toute rigueur, on ajoute la des grarsleur
qui correspondent a des concepts différents (ne adton pas appris en CM1 qu’on
n'ajoutait pas des choux et des carottes...), mast &ien pratique de rapprocher dans une
seule formule un indicateur de la puissance <satilie »mécaniquement, pour tirer les
chariots de biére...) et un indicateur des échangegétiqueentre charge et générateur.

Finissons par 2 remarques utiles a I'étude deg$ig des antennes :

*

- d'une part, on observe que . =1 V) I

2' complexe® complex

en désignant paZ” le nombre complexe conjugué de

- d’autre part, il est trés facile d’étendre laatmin complexe aux vecteurs (champ électrique
et champ magnétique, vecteur de Poynting), a dondile ne jamais oublier que les
opérations sur ces « vecteurs complexes » sontneopour les scalaires (tension, intensité,
puissance) différents suivant que ces grandeutsdsofi’ ou du 2™°degré (en particulier, le
vecteur de Poynting est un produit vectoriel [***tJonc est une grandeur di"2degré).

2/ Analyse mathématique d’'une ligne HF : un exencpiéfre :

Pour comprendre ce qui se passe dans une ligneddB,allons traiter un exemple chiffré pas
a pas. Prenons l'installation suivante :

- un émetteur est relié a une antenne par un cabbdal

- le coaxial est de longueur quelconque, disongréeire a une longueur d’'onde

- comme ce coaxial est de bonne qualité, ses pewtesionc négligeables

- son impédance caractéristique est de 1 Ohm

- 'antenne est résonante a la fréquence de traailimpédance est de 3 Ohms.

- la tension créte aux bornes de I'antenne est\a#t8

- 'émetteur est d'impédance de sortie quelconduleest supposé pouvoir débiter ce qu’on
lui demande ici




: - inpédance caractérstique = Zc =1 ohm
etnetteny

distatice exprimée "en angle"

par exemple, & = 180 correspond & AJ 2

Nous allons chiffrer toutes les grandeurs le loadedigne (champs, intensité, tension,
impédance, puissances active et réactive, phasg, et

1/ Calcul de la tension et de l'intensité :

La solution générale des équations de Maxwell, tkanas général d’'une ligne sans perte, est
une combinaison linéaire de 2 ondes progressimesaidales circulant en sens contraires,
d’amplitudes respectives A et B ; avec les notaticomplexes habituelles, tension et intensité
résultantes a I'abscissevalent donc :

U(a)=Ae"” +Be'”

| (a) =i.(AeJ’" -Be’7)= Ad" - Be”
ZC
Au niveau de I'antenne, on a par hypothese,

a=0
u=3
()= 3,
Z 3
Ce qui permet de calculer AetB :
A=2
B=1

Donc, tension et intensité en tout point de ladigont données par [*****] :

U(a)=2e"” + €7 =3cos@ }+ j.sindr
| (@) =2 -¢e" =cos@ }+ j.3.singr

D’ou lesvaleurs des modulesle la tension et de 'intensité :

U (@) =\/[3005¢7]2+ sif @ )=+ ¥ 8cosd
1 (@)|=[3sin@)]" + cod & )=/ ¥ 8sind )




D’ou les courbes représentatives :

courbes représentatives des modules de la tension (bleu) ST & T
et de I'mtensite (rouge)
34 3V
tension ;
wETS attente
emettenur aii
ntensite
14 1V
o =
4 a=x/2 o =10
P &

On retrouve les courbes de tyge= \/1+ k.sir? @) aveck =0 (un calcul plus général

montrerait quek = ROS* —1). Donc, contrairement & ce qu’on lit parfois daméttérature,

ces courbes ne sont jamais des sinusoides qu&@3eest supérieur a (un calcul plus
général montrerait que les minimums sont plus aigesles maximums, et que le rapport des
courbures est égal au ROS ; la détermination exyétiale d’'un minimum sera donc plus
précise que celle d’'un maximum).

2/ Calcul de I'impédance :
U(a) _ 3cos@ )+ j .sing )_ [3cos@ y+ j .sing ) | cost ¥j .3.sim(]
| (@) cos@)+j .3.sing) [ cost ¥j .3.sia(]]. cas(-) .3.Gin)]
~ _3.cod @) 3.sing ¥j .8.simf ).cog( ) -3 .4.sim2 )

(@)= . = :

cos @)+ 9.sif & ) + 8.sihd)

Z(a)= 3 i 4.sin(2r)

5-4cos(2r ) 5 4cos@ )

Z(a)=




D’'ou les courbes

cowrbes représentatives de
I'mmpédance, partie relle (rouge)
3£ et partie ilnaginaire (bleu)

on retrouve les résultats
habituels ;
- partie rélle variant entre 3 et
142 d'Ohm

1'3 (3 - partie imagnaire

0 alternativernent positive et
negative
- ete.

3/ Calcul des puissances, du vecteur de Poyntingdgs champs :
On calcule la puissance complexe par les formudégirelles :

P(a):%.U(a).l*(a):%.[Bcosa ¥ .sing )[. cos( Jj .3.sia(]

1 . : 3 .4
P(a) ZE'[S_ j.8.sin@ ).cosf ])=E—j 3 .sin@ )
On retrouve les résultats connus :
- la puissance active est indépendante de l'alescisest elle que transmet la ligne
- la puissance réactive est alternativement pasétwégative ; elle est nulle aux ventres de

courant et n’est donc pas propagée, contrairemienpaissance active

La puissance étant égale au flux du vecteur detimya travers une section droite, et le
vecteur lui-méme étant normal a ces sections,de=uvs réelle et imaginaire ci-dessus de la
puissance donnent directement I'intégrale de ceevesur la section droite.

Si on veut calculer le vecteur de Poynting et lesneps (magnétique et électrique) en un
point situé a une distance donnée de I'axe du abakfaut caractériser physiquement ce
coaxial. Avec de I'air comme diélectrique pour slifigr, on trouve :

r
Z.=60Log—2 =
r.l

T2 —gM0=1,02

rl
Dong, si le rayon de I'ame est de 1cm, I'épaissiendiélectrique est de 2% de mm...
Pour calculer le champ électrique a la distanag cethtre du coaxial, on écrit que sa
circulation sur un cercle centré sur I'axe du cab&st égale a l'intensité, d’'ou :



vie du coaxial en coupe et perspective

le wecteur E est radial

y
le vecteur H est tangenhel
les deux vecteurs vanent en 1/p
O etant la distance a l'axe
E
-,
b
1 {"‘
= _E. 3 1': . ‘r. H
:-' - 7 / 'D
!
&
F

X

le produit vectoniel . (B 4 H) est donc un vecteur axial et
son module maure le fhax de puissance a travers la section

| (a)=2mTpH @,p)

H(a.p) =—2| 52)

On écrit ensuite que les deux champs sont daagf®rt de I'impédance caractéristique,
dou :
l(a)=2mpH @,p)
I(a) _E(a)
E(a.p)=2. H@,p)=2.——=——+
(a.p)=Z.H(a.p) Conp  21p
Avec les valeurs numeriques :

_ 3cos@ Hj .sing )

E(a.p) 270
H(a, p) = cos@');r’jrj.sm(: )

En prenant up moyen de 1,01 cm = 1,01 xien

E(a,moyen) =15,76[ 3cost ¥ | .sim | 42,27cas(+)] .15,76in(\)
H (a@,moyen) =15,76[ cost ¥ j .3.sim( | 15,76.cas(+)j] .47 9f(@)
exprimeés respectivement ®olts/m et enAmpéres/m



4/ Courbe donnant la forme instantanée de I'onde :
On revient a la valeur instantanée de la tensioesfu

U(a)=2e""+¢e7
V(a,t)=R{U(a). €%} = RR. 9 &% + @4 ieh)
V(a,t) = R{2.6" @ 4+ @ =2 cos(wt+a)+ coswit—-a

V(a,t)=3.cos@r ).coxx > sinf ).siaft )
D’ou les courbes suivantes , qui sont des « clichés I'onde de tension réelle le long de la
ligne, pris tous les seiziemes de période :

t=0 t= 2T/16 t= 4T/16 Répartition des tensions 1éelles -
t= T/16 = 3T/16 le long de Ia ligne a chaque instant

A chaque instant, la courbe des tensions réelles dst une sinusoide qui, lorsque t croit, se
déplace vers la charge en enveloppant les deubesuiV) et —V(@)..

L’aspect du phénoméne est intermédiaire entre delsliondes progressives et celui des ondes
stationnaires. Dans le cas d’'onde progressive pgiusoide se déplacerait sans
déformation vers I'antenne (les courbes enveloppe®gs seraient « aplaties » en 2 droites
paralleles). Dans d’onde stationnaire pure, laside serait périodiqguement déformée par
affinité, mais n’avancerait pas car les deux enyeds vertes se rejoindraient aux nceuds de
tension, immobiles.

On peut, pour plus de clarté, mettre les « clichés&ntanés » de I'onde de tension, ce qui
donne les images de la page suivante :



e =0
A.& a:\ ..’/
L8 ¥ al .\%; : 3
e E
=2T/16

o e

; v\_\ :
i W o
t=3T/16-

# e
t=4T/16~_
(=5T/16

Sy
—t=6T/L6
t=77T6~

Renvois du texte :

- on constate que sur chaque cliché (c’est-a-dateague
instant donné), la courbe est une sinusoide tdohtede la
ligne,

- mais on constate aussi que d’'un instant au stjivan
'amplitude de cette sinusoide varie ; cette vamaest
périodique aussi, mais non sinusoidale (elle ssitburbes

U(a)|=1+8co$ & )et-|U(a)|=-y1+8cos & ) quien

sont les enveloppes)

En osant une image peu mathématique mais partante,
se passe donc comme si 'onde de tension se prapage
se « faufilant dans un couloir de largeur variablec
I'abscisse », augmentant son amplitude-créte adsoén
ou le couloir s’élargit et diminuant son amplituctéte aux
endroits ou le couloir se rétrécit (pour étre gluscis, "aux
endroits ou" signifie "quand la sinusoide "touch@aroi
du couloir aux endroits ou"...)

- quand l'onde est progressive pure, le couloa méme
largeur partout et la sinusoide de I'onde est deené
amplitude-créte a tous les instants

- quand I'onde est stationnaire pure, le couldirdes
largeur nulle tous les quarts d’onde, et 'ond@rogresse
plus du tout.

La méme étude est, bien sir, faisable pour lessittes, et
d’'une fagon générale pour les autres grandeurseduier
degré (champ électrique, champ magnétique) mais
inadaptée pour celles du second degré (puissaacew
de Poynting).
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*Sont aussi du L degré le champ électrique (car il est le graditume tension et son module se mesure en
V/m), le champ magnétique (car il est le rotatidrmtiene intensité et son gradient se mesure en &trtjus les
opérateurs linéaires des grandeurs linéaires @nadiivergence, rotationnel, dérivées en généralp
remarque importantetout ceci n'est valable que pour des tensiomestintensités sinusoidales de pulsation

identique.



**sont aussi du ?' degré les vecteurs représentatifs de la puisg@umating) et les opérateurs de dérivées
secondes (laplacien, dalembertien).

*** A treés injuste titre, la puissance réactive el aimée dans le monde des techniciens (dangalen,

quand on dit Untel fait du réactif »¢ela signifie «Untel travaille beaucoup, mais ce qu'il fait estiiite, voire
nuisible et colteux)»Or cette puissance réactive est utile (elle ghdes condensateurs d’énergie électrique et
les selfs d’énergie magnétique dont on a bien besams les oscillateurs, les convertisseurs dilfiess par
exemple ; a I'échelle industrielle, elle est praed@t commercialisée car des clients et le réseamebesoin

pour compenser des déséquilibres ; en outre, elfec(t de production et de transport non nédtilgea

puisqu’il faut faire tourner des alternateurs —dagdant rotor et stator au déphasage désiré, breetscirculer
des intensités productrices d’effet Joule).

1 E OH’

*kkk AcicA i =) =
Plus précisément, en notation complexBp, . = >+ Scomplexe

complex

*rrkk gttention : cette décomposition en 2 ondes, I'une direct@etre réfléchie, est trés souvent mal
interprétée, méme par certains techniciens, quignt une réalité physique alors gu’il ne s’agieqgliun
intermédiaire de calcul purement mathématiquela@eattribuer a chacune de ces deux ondes unsapoes
transportée dans un sens par I'onde directe etldanse par I'onde réfléchie (et on parle alorspigssance
directe et de puissance réfléchie), il n’y a quias, et on est dans I'erreur (cf. en début d'artilels questions
de grandeurs dulet du 2™ degré). Pour se convaincre du coté « artificiéé}a décomposition en ondes
directe et onde réfléchie, il suffit de noter quéuelle décomposition n’est pas unique ; en vaécdautres :

] N U(a)=2e""+¢e'? = ¢+ 2.cosr )
décomposition n°2 ) . ) o
| (a)=2e'"" -’ =€+ 2.j.sin@

U (a)=€"
donc I'onde résultante est la somme d’'une ondenpeiné progressive .
I, (a)=e
~ U(a)=2cosa
et d’'une onde purement stationnaire L
I (a) =2j sina
N U,(a@)=2e""+€'=3." - 2. j.sin@ |
décomposition n°3 _ N A
l,(a)=2'""-e" =367~ 2.coqq)
U, (a)=3e"
donc I'onde résultante est la somme d’'une ondenpeiné progressive .
I, (a) ="
~ U(a)=-2jsina
et d’'une onde purement stationnaire
I (a) =2cox

La multiplicité des décompositions possibles probiem qu’il n'est pas possible d’ajouter les puisss comme
il est possible de le faire pour les ondes (simoraurait plusieurs puissances possibles).

ANNEXE 1

Lignes HF sans pertes, compléments

Jean-Pierre Bourdier, F6FQX
On appelle :
01/ section droite de la ligne : l'intersectionlddigne par un plan qui lui est perpendiculaire
05/ abscisse de la section droite : la distangei xnggative) de I'antenne a la section droite

06/ intensité créte dans une section droite :dhisité Ic(x) mesurée a 'amperemétre



07/ tension créte dans une section droite de e liga tension Vc(x) mesurée au voltmetre
08/ intensité réelle instantanée dans une sectmited l'intensité i(t, X)=Ic(x). cospt+@(x)]
telle que lue a I'oscilloscope, y compris sa phaeserapport a une référence donnée

09/ tension réelle instantanée dans une sectiatedra tension v(t, X)=Vc(x). coaf+@X)]

telle que lue a l'oscilloscope, y compris sa phaeserapport a une référence donnée

10/ intensité complexe instantanée dans une sedtmte :

la grandeur complexe I(t,x) = lc(x)!&* % (qui est en fait un intermédiaire formel de caicul
11/ tension complexe instantanée dans une seatbite c

la grandeur complexe V(t,x)=Vc(x)/& ) (qui est un intermédiaire formel de calcul)

12/ intensité complexe réduite dans une sectioitedr¢ta grandeur complexe indépendante
du temps I(x) = lc(x).8“ %) =|¢(x).e 7 (qui est en fait un intermédiaire formel de cajcul
13/ tension complexe réduite dans une sectionedrdé grandeur complexe indépendante du
temps V(x) = Ve(x).d ) =ve(x).e 7% (qui est en fait un intermédiaire formel de calcul
14/ impédance complexe dans une section droitgraladeur complexe Z(x)=V(x)/1(x)

15/ module, argument, partie réelle, partie imagiargument, conjugué d’une grandeur
complexe : les concepts de méme désignation aunsatiematique des nombres complexes

A/ Lignes HF sans pertes, analyse théorique

Supposons une ligne d'impédance caractéristiquet de coefficient de déphasage= 27”1,

terminée par une antenne résonante d'impédagaguzest donc réelle.

Les 4 équations de Maxwell, exprimées avec la eensbmplexe réduite et I'intensité
complexe réduite, aboutissent aux 2 équations stésa

V(x) = Ae# + Be'#”

HMz%%MeW—BEW)

C

équations qui sont celles de deux ondes simplasi(te et intensité en phase) circulant en

sens opposeés, qu’on peut considérer comme l'ueetdiv, (x) = Z..I ,(x) =Ae'? et
l'autre réfléchie par I'antenné, (x) = Z..l .(x) =B e'#*, le rapportB / A apparaissant alors

comme un coefficient de réflexion. Appelonsgg(dans notre exemple, c’est donc un

nombre réel)
V(0)=A+B

On détermine A et B par les conditions en bout | : :
P o l0)=A-B

! Rappelons que A est la longueur d’onde dans le diélectrique, c’est-a-dire, pour un diélectrique par
exemple, les 2/3 de celle dans le vide.



D’ou

A:V(O)+ZC.I (0)=Zo+Zc.|(o)=Z +zcv(0)
2 2 27,
B:V(O)—ZC.I (O)ZZO—ZC_I (O):ZO_ZCV 0)
2 2 27,
B _Z,+Z;
Po= A Z,-Z,

Intéressons-nous a présent a ce que nous meswropiraetre et a 'amperemétre le long de

la ligne, c’est-a-diréintensité Ic(x) et la tension Vc¢(x). On a alors :

Ve (0 =V OV (X et 1o (x) =41 ()1 &)

Ve (4 =V(0).J e e
() =1 I &) et 1c(x

_1©) 12—
2 JZ2-z

2)sin*(Bx )+

.COS(Px jet V. (X) = V(O)\/i2

0

co§ Bx)

_1( 1 (0) [(ZZ+Z2)+(Z&—-2Z2)cos(2Bx
e (x ()\/(z +(Z2-29)coS Bx Jet | ,(x) = ()\/( o1 {27 Zo)cOs(P)
c
! | |
- 314 A2 e 07
antenne
vers

emetteur 254
,'.// 15 -

/ 10
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On constate donc que V. (X) et | .(X) sont des fonctions périodiques de I'abscisse non

sinusoidales (sauf si Z, = Z qui correspond au cas de I'antenne accordée a la ligne, dans lequel il

n'y a pas d’onde réfléchie B =0et p,

=0) telles que V(X +%) =V.(X) et I (x +/]E) =l ).




V() __ Ae®”+Be»
™) S Lcp g _pa P gu’on étudie

Z(x) _Ae? + Bel#”
Z. Ae#P-Begl#”

L'impédance a I'abscisse x vaut alors Z(X) =

habituellement sous sa forme sans dimension, dite réduite : z( X) =

A’+B2|_ 2AB
A’-B? A?-B?

Un calcul simple mais fastidieux conduit & la relation suivante |Z( X) — ce qui

signifie que I'image de z( X) décrit dans le plan complexe, quand x varie, le cercle centré au point de

_ ?+B? 2AB _
I'axe des abscisses | ———,0 | et de rayon ———— ; on constate que c’est une fonction
AZ _ BZ AZ _ BZ

périodique telle que Zz( X+%) =4X.

Un dernier calcul intéressant consiste a « faire un cliché » de la tension et de l'intensité, c’est-a-dire

en calculant la tension instantanée i(t, X)=Ic(x). cosfat+@x)] et en en regardant la courbe a t
constant et x variable :

V(X).ej“‘ = Ag@*F) 4 gd@h)

et on en prend la partie réelle :

| (x)e ! =2 (Ae/@™P) _ g @)
C

O(V(x)e™)=0(( A(coswt+Bx)*+ j.singt+Bx )+B( cogft-Bx ¥ | .siud - Bx)))



D(I(x)ej“‘):D(Zi.(cos@Hﬂx)-kj .singt + Bx )-B ( cogit—Bx }| .siaf — px )ﬂ

C

v(t, x):D(V(x).ej“‘) = Acoqwt+ B x)+ B.coswt- B X)

i(t,x):D(I (x)e"“‘):zi.(cos(ax +Bx)-B .cofat - Bx))

C




