Quelques exer cices de calcul avec des nombres complexes

(document écrit par Jean-Pierre Bourdier, F6FQXJémembre 2012)

La solution de chacun de ces exercices peut ndémeandée a
fofaxi@orange fr
Dans tous ces exercices, on adoptera la convetdi®électriciens qui appeliela racine de

(-1) dont 'argument est%T(mod.ZT) et que les mathématiciens appellent i.

1/ exercice n°1 :

+
On considere la fonctior (2) =F qui, au nombre complexe d'image M dans le plan
-z

complexe, associe le nombfe complexe d'image P
Sur guelle partie du plan complexe cette fonctioelle définie ?

2/ exercice n°2 :
s : + . .
On considere la fonctiori (2) =F qui, au nombre complexe d'image M dans le plan
-z

complexe, associe le nombfe complexe d'image P
En posantz=x+ j.y (expression ou x et y sont réels), calculer laipaéelle et la partie

+
imaginaire def (2) :% En déduire ou doit se situer le point M pour qupdat P soit sur
-z

I'axe réel.

3/ exercice n°3:

On considére la fonctior (2) :g dans laquellez = pe'? = p.cosf+ j .sird avec
pOR" et 0R

Pour quelles valeurs geet de @ cette fonction est-elle définie ?

4/ exercice n°4 :

On considére la fonctior (2) :g dans laquellez = pe'? = p.cosf+ j .sird avec

pOR" et 80R qui, au nombre complexe d'image M dans le plan complexe, associe le
nombreZ complexe d’'image P.

On supposep et @ variant de—« a +o ; on poseg(d) = f (2) ; montrer que(0) est

périodique et en donner la période.

5/ exercice n°5:

On considere la fonctiori (2) =? dans laquelle = p.e'? = p.cosf + j .sirf avec
-z

pOR" et @O0R qui, au nombre complexe d'image M dans le plan complexe, associe le
nombreZ complexe d’image P. On suppogeet @ variant de—co & +co ; on pose



9(@) = f (2) ; pour 2 valeurs dé@ le point P, image d& est sur I'axe réel ; quelles sont ces
2 valeurs def et quelles sont les points P correspondants ?

6/ exercice n°6
Soient trois nombres complexes, z, z, . Soient M, M, M; leurs images dans le plan

complexe. SoienZ, = z-z etZ, =z-z, : montrer que pour que les vecteu}W1 et M—IVI2
-7
-7
imaginaire pur (c’est-a-dire que son image appamiea I'axe imaginaire).

soient perpendiculaires, il faut et il suffit qeeombre complex& = Soit un nombre

7/ exercice n°7
Soient trois nombres complexes, z, z, . Soient M, M, M, leurs images dans le plan

complexe. SoienZ, =z-z etZ, =z-z, ;on suppose en outre que le nombre complexe
Z_

z=%"4
-2

imaginaire). Si M et M, sont fixes, a quelle courbe appartient le poiquBndz varie ?

est un nombre imaginaire pur (c’est-a-dire queistye appartienne a I'axe

8/ exercice n°8
Soit la fonctionv(x) = Ae#* + Be#* dans laquelllADR, BOR, SOR, xOR . Cette
fonction est donc une application & dansC . Elle est périodique ; quelle est sa période ?

9/ exercice n°9

Soit la fonctionv(x) = Ae#* + Be™#* dans laquelllACDR, BOR, SOR, xOR. Cette
fonction est donc une application &e dansC . Pour 2 valeurs dex(mod.2r) elle prend
une valeur réelle. Lesquelles ? Quelles sont lEsixsdev(x) correspondantes ?

10/ exercice n°10
Soit la fonctioni(x) = Ae'#* -Be '#* dans laquelleAdR, BOR, BOR, xOR. Cette
fonction est donc une application &e dansC . Elle est périodique ; quelle est sa période ?

11/ exercice n°11

Soit la fonctioni(x) = Ae'#* -Be '#* dans laquelleAdR, BOR, BOR, xOR. Cette
fonction est donc une application e dansC . Pour 2 valeurs de&(mod.2r) elle prend
une valeur réelle. Lesquelles ? Quelles sont |esixgdev(x) correspondantes ?

12/ exercice n°12

Soit la fonctionv(x) = Ae!#* + Be#* dans laquelllAOR, BOR, BOR, x D{O,%} .

Cette Calculefv(x)|, le module dev(x), appelé dans la suité(x) =|v(x)| (indication :

utiliser le fait queVv (x) =|v(x)| =V(x).v(x) ). En déduire que est une fonction périodique, et
en donner la période suivant les valeurs de A et B.

13/ exercice n°13



Soit la fonctioni(x) = Ae'#* -Be'#* dans laquellelAdR, BOR, BOR, X D{O,%} .

Calculer|i(x)|. le module dei(x) , appelé dans la suite(x) =i(x)| (indication : utiliser le

fait que I (x) :|i(x)| =«/i(x).@ ). En déduire que est une fonction périodique, etamer
la période suivant les valeurs de A et B.

14/ exercice n°14

Soit la fonctionv(x) = Ae?* + Be'#* dans laquelllA=4, B=2, B=1, X D{O,%T} .

Calculer|v(x)|, le module dev(x), appelé dans la suité(x) =|v(x)| (indication : utiliser le

fait queV (x) =|v(x)| =y/V(x).v(x) ). Tracer la courbe représentative\x) =|v(x)| en
fonction dex
15/ exercice n°15

Soit la fonctioni(x) = Ae!#* -Be'#* dans laquelleA=4, B=2, =1, X D{O,%T} .

Calculer|i(x)|. le module dei(x) , appelé dans la suite(x) = |i(x)| (indication : utiliser le

fait que I (x) =[i(x)| =+/i(x).i (x) ). Tracer la courbe représentative k) =|i(x)| en
fonction de x

16/ exercice n°16
Soient les fonctions(x) = Ae'?* +Be ' #* eti(x) = Ae'#* -B.e '#*dans lesquelles

27T
A=4 B=2, =1, x| 0,—|.
pet x [ ﬂ}

Soit|v(x)|, le module dev(x), appelé dans la suité(x) = |v(x)|

Soit|i(x)|, le module de(x) , appelé dans la suite(x) =|i(x)|

Tracer sur le méme graphique les courbes représastae | (x) =|i(x)| et deV (x) = |v(x)|
en fonction dex

17/ exercice n°17
Soient les fonctions(x) = Ae'?* +Be ' #* eti(x) = Ae'?* -B.e ' #*dans lesquelles

21T
A=4, B=2, =1, x| 0,—|.
petx [ ﬁ}

I8 I8 1+E g 2> 2.8
. : er*+Belrx ' +pg P
Soit la fonctionz(x) = Y(X) = Ae'ﬂx Be_.px = A -1 pe_.sz
i(x) Ae#*-Be 4 _ B oizex  1-pe’th

Montrer que cette fonction est périodique, et emdo la période.



18/ exercice n°18
Soient les fonctions(x) = Ae'?* +Be ' #* eti(x) = Ae'#* -B.e '#*dans lesquelles

21T
A=4 B=2, =1, x| 0,—|.
Fetx [ ﬂ}

v(x) _Ae#*+BelA*

i(x) Ae#* -Be# | B Gi2sn - pe it
A

Soit la fonctionz(x) =

Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles éatigtion prend des valeurs réelles ? Quelles
sont alors ces valeurs ?

19/ exercice n°19
Soient les fonctions(x) = Ae'?* +Be ' #* eti(x) = Ae'#* -B.e '#*dans lesquelles

21T
A=4 B=2, =1, x| 0,—|.
Fet x [ ﬂ}

i.8 I8 1+E g 2P 28
PpX + —].p.X . + —].2.p X
Soit la fonctionz(x) = \_/(X) = A.e_ﬂx B.e_.px = A =1 pe_‘ TE
i(x) Ae#f*-Be!” 1_E eizpx  1-pe -5

A

Montrer que I'image P de z(x) décrit un cercle di@nglan complexe. Quel en est le centre et
quel en est le rayon ?

20/ exercice n°20
Soient les fonctions(x) = Ae'?* +Be ' #* eti(x) = Ae'#* -B.e '#*dans lesquelles

27T
A=4 B=2, =1, x| 0,—|.
Fetx [ ﬂ}

i.8 I8 1+E g 2P 28
PpX + —].p.X . + —].2.p X
Soit la fonctionz(x) = \_/(X) = A.e_ﬂx B.e_.px =__A =1 pe_‘ TE
i(x) Ae#f*-Be!” 1_E eizpx  1-pe -5

A

Soient P I'image de z(x), A le point d’abscisseaul I5axe réel, B le point d’abscisse (-1) sur le
méme axe dans le plan complexe.

Soit E le point de 'axe réel d’abscis%é% et soit F le point de I'axe réel d’abscisisgg

Soit M un point variable sur I'axe imaginaire et&cercle de centre M passant par A et B.
Comment doit varier 'ordonnée de M en fonctionxdgour que P soit I'intersection de © et
du cercle de diametre EF ? Tracer, sur un mémehignag, les figures correspondant a

m /4 m

X=— , X=— , X=— .
10 8 6



