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Quelques aspects mathématiques de la théorie derédativité
Ce texte est un petit « complément maths » adlartia radio, mére de la théorie de la relativité
1 Relativité restreinte, démonstration des transfrmations de Poincaré-Lorentz

Soient 2 repéres orthonormés en mouvement deatastectiligne uniforme I'un {Ox, Oy, Oz} (liéwa
chef de gare dans notre exemple) par rapporttédlié a I'enfant du train dans notre exempl@)x,
Oy, O'z'}. Dans un premier temps, on va se rameaeine seule dimension et supposer que :

- les 2 axes Ox et O-x’ sont confondus avec la feriete

- les 2 axes Oy et O'y’ sont paralléles

- les 2 axes Oz et O’z » sont paralléles

Soit (+v) la vitesse de 0’ dans le repére (Ox, Og), donc (-v) la vitesse de 0 dans le repére (@xy’,
0’2). L'expérience de Michelson et Morley a montyée la vitesse de la lumiére c est identique ten2
repéres, quelle que soit v, ce qui est contraird@a de Galilée-Newton, dites de la mécaniquesitpue.
Les inventeurs de la théorie de la relativité sste en déduisent que le temps n’est pas indépedda
référentiel dans le quel on le mesure.

On considére par exemple une voie ferrée rectiligegment AB) avec plusieurs gares le long de weite
et un train qui y circule :

- si on considere 2 horloges identiques H et Hldee fixe dans la gare, la 2nde embarquée ddreirie

- H étant dans le repére (Ox, Oy, Oz) fixe surde\et y mesurant le temps (t)

- H’ étant dans le repere (O'x’, Oy’, O’Z’) fixeaths le train et y mesurant le temps (t")

Soit un point M d’abscisse x dans le repere (Ox,@g) et x’ dans le repere (O'x’, O'y’, O'2"). sillumiere
a la méme vitesse dans les deux reperes, celdisigne les 2 équations de I'onde

X —ct =0 et X +ct =0 sont valables simultanément dans les 2 repéreditaytrement, qu’il existe deux
constantesA et i elles quex'+ct'=A.(x +ct) et x'—ct'= (X —ct) pour tout point. D’ou les relations

+ - + - +
suivantes X' = A 'u.x _A 'u.ct etct'= A ’u.ct _A 'u.x . En posant, pour simplifiega :/]_,u

2 2 2 2
etb= A-u , on obtient les relations suivantes'=a.x —b.ct etct'=act —b.x {équations (1)}

Il ne reste plus qu’a calculex et b, ce qui peut étre fait en trouvant 2 relationseeatet b ; or, le point
. ) . : X _bc . .
O’ correspond &' =0 donc se déplace dans le repere (Ox, Oy, Ozyielssev :T =—, ce qui fournit
a

une premiére relation. La seconde relation s’obg@rremarquant qu'une longueur unité (donc de
longueuAx =1) dans le repére (Ox, Oy, Oz) est vue d’apregdgsmtions (1) avec une longueur
Ax'=a.l=a dans le repére (O'x, QO'y’, O’'Z"). Mais les équatis (1) peuvent aussi s’écrire

a a

1 b 1 1 b 1 2 H
X:az—bz X —az_bz.ct etct:az_b2 .ct _az—bz'x {équations (2)}

Donc, une longueur unité (donc de longudxit=1) dans le repere (O'x’, Oy’, O'z’).est vue d'agrées

. . a a R .

équations (2) avec une longuelix = —; 0 A=— o2 dans le repére (Ox, Oy, Oz). Or, le principe de la
a“ - a -

relativité impose qu’une regle de longueur unitédan des reperes soit vue de la méme fagon dartssl,

. . a b.c .
guel que soit I'ordre des reperes, donc thszx:—b2 =a. Donca’ =b*+1 et, commev =——, on obtient :
a —
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etb= D’ou les équations (1) réécrites
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qui constituent les fameuses formules de transfilomae Poincaré-Lorentz

X-Vt) etct'=

Deux conséquences de ces formules

1 - On voit que si v est trés inférieur a c, legamns (1) se ramenentd = (X —V.t) etct'=ct quisont
les équations de Galilée-Newton de la mécaniqiesicjae.

2 - Calculons d’abordl.z =a” —b? =1.. Donc x* —(ct)® = x>~ (ct )? qui, généralisé a 3 dimensions,

donnex®+y*+2z°—(ct)?=x">+ y'*z'=(ct")? qui est linvariant relativiste correspondant &

2 2 2 12 12 12
i i ; + +z°= + +
I'invariant cIaSS|queX y +2° =X y +z

2 _Relativité générale, aspects mathématiques (texns et équation d’Einstein)

De 1905 a 1915, Einstein a développé sa théorie aativité générale autour de deux idées maibies
- généraliser la théorie de la relativité resteeipti exprime qu’un phénomeéne physique doit pouvoir
s’exprimer sous la méme forme d’un référentiellgah a un autre. La généralisation concerne les
référentiels soumis cette fois a des forces deitgtaon ou a des accélérations.
- remplacer la théorie de I'attraction universeflee a Newton, par une nouvelle qui soit « plusnedie »
(les forces a distance exercées par le soleikesyplanetes ayant un c6té « surnaturel » dérargeant
En bon scientifique, Einstein pensait que ces dééas devaient pouvoir s’exprimer par quelques tonus
outils de base de toute physique : la relativigéreinte n’avait-elle pas été batie a partir dasgformations
de Poincaré-Lorentz (cf. § précédent), elles-mémmsltant d’'une formule encore plus simple

Vitesse de la lumiére (dans le vide) = constanteue que soit le référentiel galiléen)
Afin de bien se raccorder a la loi de Newton, Eimss’inspira de I'équation de Poisson qui reliéalgacien
du potentiel gravitationn@ a la masse volumiqug par la formuleA® = 471G (rappelons qu’on

appelle « laplacien de la fonctigh », A® =div(grad®)).
Aprées des années de réflexions physiques et matiggi@s pénibles (aux dire d’Einstein lui-méme), il
aboutit & sa fameuse équation qu’on écrit sousrsaefgénérale de la fagon suivante :

1
Rij _Egij'R_gij'/\ :X-Tij
dont le premier membre, dit tenseur d’Einstein riemg la déformation de I'espace-temps, et le second
membre la présence de masse et d’énergie. Cetdi@yexprime donc que

la géométrie de I'espace-temps est déterminée parprésence de masse et d’énergjie

Dans cette formuldy; est le tenseur de Ricci, qui représente la moyeeseourbures selon tous les plans

orthogonaux a un vecteur donr@j, est le tenseur métriqgu&® est la courbure scalairé, est la constante

cosmologique, terme introduit a I'origine par E@stpour gu’un univers statique soit solution de so
équation, y est un facteur dimensionnel, permettant d'exprif@éguation dans les unités usuelles et de faire

correspondre I'équation a la realité physidlje est le tenseur dit énergie-impulsion, qui repréestn
contribution de toute la matiére et de toute I'éierLes indices i et j varient de 1 a 4 puisqegdémseurs
sont des tenseurs 4x4 d’ordre 2, et qu’on se ditns I'espace-temps a 4 dimensions.

En fait, d'un point de vue théoriquiyrivers statique décrit par cette équation esabist; et les
observations ultérieures de Hubble montrérent gurévers était en expansion. La constante cosmqlomi
fut donc abandonnée, mais récemment, des techragtresmomiques ont montré’gqoe valeur non nulle de

ce parametre permettrait d'expliquer certainesrebtens, en particulier en ce qui concerne la fasee
« masse manquante de l'univers »..
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Il a été démontré que le tenseur d'Einstein estlktenseur pouvant étre mathématiquement congtriui
posséde toutes les propriétés voulues : tenserdrd’'@, possédant des dérivées secondes de laueétdie
dérivée covariante nulle et s'annulant en espatdq® qui permet de retrouver la loi de Newton).

La forme tensorielle est en fait une forme conderigsémme I'est I'écriture vectorielle des équatidas
Maxwell). Pour opérer des calculs numériques drpdatcette forme, il faut donc écrire les 4x4=g@léés
(qui sont des équations différentielles) corresponéd chaque paire d’'indices (i}).

Les tenseurs en question étant symétriques, cégquadionss se ramenent a 10 ; en outre, 4 d'elfdse e
dépendent du choix du référentiel, ce qui laissedéquations a résoudre. A noter que ce sont des
équations aux dérivées partielles non linéaireguceend la recherche des solutions trés difficbuf dans
certains cas particuliers (difficulté déja rencéatrmais a un niveau moindre, pour les équatiomdadkevell
dans le cas général).



