Champs et potentiels, deux approches de la théomtectromagnétique
(troisieme partie théorie de la relativité et ondes électromaguets)

par Jean-Pierre Bourdier, F6FQX

Dans cette troisieme partie, nous allons aborderaspect des ondes électromagnétiques généralegranti
des radio-amateurs quand ils ne sont pas par aleles spécialistes de la physique. Quand on ldftet la
littérature OM, y compris les trés sérieuses puilans de ’A.A.R.L. qui ne sont pourtant pas asate
concepts mathématiques avancés comme les nomingseses et les transformations de Fourier, on pave
nulle part mention du fait important que ce sostdades électromagnétiques qui ont fait émergérdarie de
la relativité" car, sans cette théorie, les ondes restaient et aux lois de la mécanique classique. Iy a
pourtant motif a fierté que de penser que ce ques Romanipulons couramment » a conduit a remettreagise
les fondements qui étaient ceux de la physiqueisi€alilée et Newton.

Nous allons ici évoquer successivement les oridiisriques de la théorie de la relativité, segdatulats de la
relativité, les transformations de Lorehties quadri-vecteurs et les tens€uts quadri-vecteur potentiel
d’'univers, le champ électromagnétiqieR) en fonction du quadri-vecteur potentiel d’univeEsfin nous
démontrerons les équations de Maxwell dans Ievide

Bien s(r, il est hors de question de parler de tausans un peu de mathématiques, mais nous neooéde
pourtant pas a la facilité qui consisterait a faialage de concepts trop abstraits ou de calautsgueur de
page. Pour cela, le prix a payer sera d’accepteil goit souvent fait usage de formulations pluagées que
rigoureuses et que les démonstrations soient sopassées sous silence. L'auteur, dans la mesusesle
modestes moyens, reste évidemment a la dispogditi@cteur qui voudrait connaitre telle ou telle
démonstration, ou telle ou telle formulation pligoureuse.

1 - les origines historiques de la théorie de la laivité

La relativité est « datée » de 1905, date a laguélectivement Albert Einstein en publia la
théorie. Néanmoins, déja trois quarts de siecles tiit, des savants comme Michael Faraday
faisaient des découvertes qui allaient lui ouivdie. C'est ainsi que la fameuse « loi de
Faraday » qui dit grosso modo gu’un champ magnétguiable avec le temps « équivaut » a
un champ électrique pose la question du repéreldgunsl on observe ce phénomene :
prenons par exemple une charge électrigue en mantamiforme dans un champ
magneétique uniforme par rapport a un repére domnépyemier observateur, au repos dans ce
repére donné, verra une charge en mouvement dattsaomp magnétique (donc une force
agissant sur la charge), mais un deuxieme obserydedans un repere lié a la charge et en
mouvement de translation a vitesse constante pporaau premier, verra une charge

! Dans cette article, la théorie de la relativitétdwous parlerons sera plus exactement celle appel&rance
« relativité restreinte » et en Allemagne « SpéRelativitat » (ce qui est, a mon avis, une mailée
désignation) ; cette théorie, proposée en 190k pestein, traite de la comparaison des résultasnis par
deux observateurs d’un phénoméne physique, obsergaén mouvement uniforme 'un par rapport a &gt
une autre théorie, celle dite de la « relativitéégéle » que le méme Einstein proposa en 191% temitre
autres, du cas ou le mouvement n’est pas uniformoels n'en parlerons pas ici.

2 Hendrik Anton Lorentz (1853-1928), néerlandaisgdpas confondre avec le danois Ludwig Lorenz (1829
1891), l'inventeur « des potentiels retardés » dantté question dans la seconde partie de tiekear

% Que les lecteurs non matheux se rassurent, nonsugelivrerons & aucun calcul tensoriel, nousemtant de
dire ce gqu’est un tenseur et a quoi ¢a sert ; chede familiarisé avec les vecteurs ne devraitgyaér de peine a
suivre les raisonnements.

* La généralisation des équations de Maxwell & laémese fait ensuite en introduisant la polaiisaties
diélectriques (sous forme de charges équivalentgs eourants de polarisation) et I'intensité d'amtation des
substances magnétiques (sous forme de courariits éigtiivalents) ; nous ne présenterons pas cette
généralisation dans ce document.



immobile dans un champ électriqueor, la physique classique, celle de GaliléeselNewton,

dit que « le méme phénomene doit étre décrit deflame facon » dans deux reperes différents
guand ces repéres sont en mouvement rectiligneraméf 'un par rapport a I'autre.
Cependant, les vrais incompatibilités entre loig@ectromagnétisme apparurent vraiment
avec l'introduction de notions sans sens physiquesgard des lois de la physique d’alors : le
courant de déplacement et les potentiels retaoiédguxieme partie de cet article). Enfin,
guand I'existence des ondes électromagnétiqueyageant » a la vitesse de la lumiére fut
avéree, se posa la vraie question : la vitessa lgrliere par rapport a quoi ? Et on imagina
un repére absolu, qu’on baptisa du joli nom d’é#tarn le supposa « attaché » dans 'univers
a ce qu’il pouvait y avoir de plus fixe, les étsil®otre planete, la Terre, se déplacant dans
cet éther, on devait donc observer des vitessksldmiere différentes suivant qu’elle

circulait dans le sens du déplacement de la Texregpport a I'éther ou dans le sens
contraire. L’expérience la plus célebre de ce fypeonduite en 1887 par Michelson et
Morley et conduisit a quelque chose qui heurtaitsale bon sens : la lumiere (donc les ondes
électromagnétiques) se propagent a la méme vitgsdaue soit 'observateur, qu'il soit lui-
méme en mouvement ou non.

C’est un peu comme si, sur une autoroute, deuxredseirs, 'un (A) au repos sur le bas-
cOté, l'autre (B) roulant a 120 km/h, observaientléme signal lumineux émis par (A) juste
au moment ou (B) passe a sa hauteur. Les lois pleykique galiléenne diraient que (B) doit
voir un signal allant a 120km/h de moins que l@aigu par (A). Or, en fait, il n’en est rien,
(A) et (B) voient tous les deux un signal allafa &néme vitesse...

Le paradoxe était posé : d'un coté, les lois dadaanique galiléenne, incontestables parce
gu’expliguant des phénomeénes aussi complexes queueement des planétes et surtout
vérifiées par « tout ce qui bouge » dans la vieaie, de I'autre les équations de Maxwell
incontestables parce qu’expliquant parfaitemend tes phénomeénes électromagnétiques, et
au milieu ces ondes dont la vitesse est indépeadanmouvement de qui les observe.

2 - les 2 postulats de la relativité et la transfanation de Lorentz

En 1905, Einstein propose de lever ce paradoxeeseptant une théorie révolutionnaire, dite
de la relativité, qui repose sur deux postulats :
- la description des phénomenes physique est indépée du repere de coordonnées
dans le quel on les observe
- lavitesse de la lumiére dans le vide est la mgoug tous les observateurs et est
indépendante du mouvement de la source qui I'aggmis
Quelgues calculs que nous ne ferons pas ici mdrgrences postulats ont pour conséquence
gue nos deux observateurs autoroutiers précitésoerwvement relatif 'un par rapport a
l'autre, ne voient pas les mémes distances etvaaipas le méme temdslus précisément :
- les distances vues par (B) sont plus courtexglies vues par (A)
- le temps vécu par (B) est dilaté par rapportlai & par (A

® On se souvient que la force qui agit sur la chargaimée de la vitessé par rapport au chamB est égale a
F =e.B0 v; le second observateur, au repos dans son régéréal charge, analysera donc le champ auquel e

est soumise comme un champ électriftie= —B (v

® uniquement dans le sens du mouvement, bien sdr.

’ Le film « La planéte des singes » a beaucoup itorétra vulgariser ce résultat, vérifié en permaaetans
I'observation des particules cosmiques a granaess : leur vie (vécue par elles) serait beauaoypcburte
pour gu’on puisse les observer mais, heureusempeant,nous, elles vivent longtemps... Ce paradoxedyps
propre a chaque observateur a une conséquenaanihadt, qui est que deux événements peuvent édtairbs
pour un des observateurs et pas pour I'autrendeselles policiéres qui s’en sont inspiré n'ons pa le succeés
escompté... dommage !



C’est a Hendrik Anton Lorentz qu’on doit I'étabksaent des formules permettant de relier
les temps et les distances propres a chacun dgenesobservateurs. C’est pourquoi on parle
de transformation de LorentRappelons-les :

Supposons que l'autoroute soit 'axe Ox, qu’au tetnpour (A) celui-ci voit (B) a la distance
X ; supposons que (B) voit alors (A) a une distatiet que pour lui le temps écoulé soit t’ ;
supposons enfin que la vitesse relative d’éloigmérseit v, et que la vitesse de la lumiere
soitc:

on « passe » alors du repére de (A) a celui da « passe » du repere de (B) a celui de (A)
(B) par les formules suivantes par les formules suivantes
% %
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On constate bien que quand la vitesse v relati@jlet (B) est petite devant celle c de la
lumiére, on retrouve les formules habituelles despge d’un repere a I'autre en physique
classique :

on « passe » alors du repere de (A) a celui da « passe » du repére de (B) a celui de (A)
(B) par les formules suivantes par les formules suivantes

t' =t t=t'

X'=x-v.t X=X"+Vv.t

y=1 y=1

En restant dans notre exemple, on dit lgughysique classique se situe dans un univenga u
seule dimensiof’axe Ox, notre autoroute), alors que la physicglativiste se situe dans un
univers a 2 dimensior(faxe Ox, le temps). Mais attention, cette fagendire est trompeuse
car la « dimension temps » n’intervient pas de & facon que la « dimension distance » :
en effet, les équations des fronts d’'onde de lwrdans les deux reperes sont :
x*=c’.t?=0et x'*~c®1'?=0, et on a donx'*-c?.t'>=x *~c %t %, ce qu’on peut aussi
exprimer en disant que, dans cet univers a deugriiions dont une correspond au temps,
chaque événement a deux coordonmxges etx,=i.c.t et que la transformation de Lorentz
conserve la longueur du vecteur de coordonngesJ, dont le carré vaut :

=X +x=x+(i.ct)’=x*-c’t?

3 - les transformations de Lorentz, les quadri-veeturs et les tenseurs

Si nous passons maintenant du cas d’une voiturergiautoroute a celui d'un vaisseau
spatial, notre repere « classique » n'aura plusae 3 dimensions (X, y, z) ; en physique
relativiste, nous passerons a un univers a 4 dimesnsiont la 2" figure le temps, et nous
appellerons transformations de Lorentz, cellepeunettent, en passant d’un repére a un
autre, de conserver la longueur du vecteur de comeks X1=X, Xo=Y, X3=z, X%4=i.C.t), de
carré. Pour ne pas confondre ces vecteurs a 4 diomsnavec les vecteurs habituels, on les
baptise« quadri-vecteurs »ou, mieux encores quadri-vecteurs d’univers »puisqu’ils

« décrivent » l'univers relativiste dont I8"4dimension est « imaginaire » (au sens des
nombres imaginaires) et mesure le temps.



Les transformations de Lorentz seront donc celleganserveront la longueur des modules
de ces quadri-vecteurs quand on passera d’'un rapereutreOn imagine bien que les
formules correspondantes sont beaucoup plus conggfque celles que nous avons vues
dans le « cas de l'autoroute » (pourtant déja jpagls). Nous ne rentrerons pas dans les
détails, mais dirons simplement que chaque coomedn repere (B) est alors une
combinaison linéaire des 4 coordonnées du repéret(¥ice-versa ; on a donc 4x4 =16

« coefficients de passage » dans un sens et 1@'datns, les tableaux de ces coefficients
étant appelés des tenséufuadri-vecteurs et tenseurs sont omniprésents dafigtude de
I'électromagnétisme relativiste.

Attardons-nous donc guelques instants sur ces fateegeursnon pour en développer la
théorie, mais pour en bien saisir la nature etiiféit Pourquoi le nom « tenseur » d’abord ?
Parcé qu'ils sont « apparus » en premier lieu dans diétde la résistance des matériaux pour
exprimer les tensions intérieures dans la matiéwensse a des efforts : il est alors apparu
nécessaire d'élargir le concept de « vecteur »etgii insuffisant a décrire les phénomenes
observés ; et puis on s’est apercu que pratiquetoetds les lois physiques en milieu
continu, méme quand ce milieu est anisotrope, simgient plus simplement avec des
tenseurs, en particulier les lois de I'électromaignge qui nous intéressent ici. Un des plus
grands mérites des tenseurs est de permettrefétarstchir du repére dans lequel on se
trouve, et donc de rendre le discours de portéaedoeg plus générale.

S'il ne fallait retenir que quelques points fondaaeix & propos des tenseurs, ce seraient|les
suivants :

1 — la notion de tenseur est une généralisatida detion de vecteur
2 — par exemple, un vecteur X dans un espace @é&ngions peut étre regardé comme une
suite des 3 nombres;(X,, X3) qui sont ses coordonnées ; un tenseur T d’ordiand ce
méme espace a 3 dimensions sera un tableatr8e8iffres : le vecteur X peut donc s'écrire
symboliqguement (x; k=1, 2, 3) et le tenseur T s’écrirg;(xk=1, 2, 3 ; j=1, 2, 3) ; quand il
N’y a aucune ambiguité possible, on notera le tersmplement (i)

3 — en voit qu’un vecteur est en fait un tenseardie 1puisque x n’a qu’un seul indice, et
gu’'un tenseur d’ordre 7 (par exemple) dans I'esa8alimensions serait un tableau de
3'=2187 chiffres... Que le lecteur se rassure, nousgerons aux tenseurs d'ordre 2 !

4 — il existe tout un corps de régles de calculesitenseurs comme il en existe sur les
vecteurs (somme, produits, etc.), mais nous néveguerons pas ici

5 — en électromagnétisme relativiste, I'espace tmsel on se situe n’est pas I'espace
habituel a 3 dimensions, mais un espace a 4 dioehglies 3 de I'espace habituel auxquelles
on ajoute une quatrieme représentative du tenlps)vecteurs X de cet espace ont donc 4
composantes XXz, X3, Xa)€t les tenseurs d'ordre 2 de cet espace ont doriG £léments
qu'on notera (¥ ; k=1, 2, 3, 4 ; j=1, 2, 3, 4) ; ces tenseurseggésenteront facilement par des
tableaux de 4 lignes et de 4 colonnes ; en oubraje on le verra, ces tenseurs auront
certaines propriétés de symétrie qui les rendriamt plus simples...

8 dit autrement, on passe de (A) a (B) par des fasntu type
X'y =a X ta X, ag Xt aXx,

X 2 =a21'xl+a22'x2+ a23'X3+ a'24'XZ

X 3 =a3l'xl+a32'x2+ a33'x3+ a'34'XZ

X 4 =a4l'xl + a42'X 2+ a43'X 3+ a44'x 4
et on appelle tenseur,[le tableau des 16 coefficients,a
® Cette explication est celle de I'auteur, mais niergarantit qu’elle soit la bonne...



Ouf I Aprés cette longue promenade en universivedgt, voyons en quoi ceci peut avoir un
rapport avec I'électromagnétisme et les équati@enslaxwell, et repartons des propriétés des
champs électrique et magnétique statiques daridde v

4 - Propriétés des champs électrique et magnétiqetatiques dans le vide

Ce paragraphe est un rappel rapide de ce que mons au dans la premiére partie de cet
article (nous ne rappellerons pas la significatertous les symboles pour ne pas alourdir) :

électrostatique magnétostatique
D €- E E =Y, ﬁ
rot(E) =0 rot(H) =j
div(D) =0 div(B) =0
avec la condition aux limites a I'infini avec la condition aux limites a I'infini
D=E=0 H=B=0
§oit, en fonction du potentiel scalaire V Soit, en fonction du potentiel vecteAr
E = —gradVv B =rot(A)
1 - = -
a(V)=-c®p,p= P a(A) =—H,.j
O - -, — N y: - g —
avec la condition aux limites V=0 & I'infini avecdiv(A) =0, eta lnfini A =0
Propriétés extensives Propriétés extensives
uo p-dQ _ uo e_ ¢ . Wo rpldQ _ uo i.dl
vl PR b 3 e idem | Rt 100 il
E= —grad(V) B= rot(A)

5 — Divergence d’univers d’un quadri-vecteur d’univers (définition)

On a vu plus haut qu’un quadri-vecteur d’univeraie® composantes dont les 3 premiéres
correspondent a celles d’un vecteur a 3 dimensidrabituel »R(X,Y,Z) et la 4™ au

tempsT ; on écrira donc ce quadri-vecteur sous la formujensée(ﬁ,T) . Par analogie avec
le cas a 3 dimensions, on appellera divergencev#sdu quadri-vecteur d’univers le
oX oY oz i.c.aT o= dl

univers(R T)__+_ N T =d|V(R) t—
ox oy az i.cot ot

scalaireDiv

6 — Quadri-vecteur d’Alembertien d’'un quadri-vecteu d’univers et quadri-vecteur
densité de courant d’univers (définitions)

De la méme facon, on appellera d’Alembertien d’erévdu quadri-vecteur d’unive(§,T)
le quadri-vecteur noté(ﬁ,T) ayant pour composantes d’espace et de temps :



= -— 18R 1 0°T

o(R) =A(R)-?. e et o(T) =a(T) _?'Wlo

Dans I'espace « ordinaire » a 3 dimensions, ongsgiin champ de vecteurs est
completement défini si on connait sa divergens®etrotationnel (ou sa divergence et son
laplacien) avec les conditions aux limites. On détr@que dans 'univers a 4 dimensions

(espace-temps), il en est de méme avec d’Alembedigergence et conditions aux limites.

On démontre également, a partir de la transformateLorentz et en postulant I'invariance
de la charge électrique, que le couﬁlep) constitue un quadrivecteur d’'univers que l'on
appellera « quadri-vecteur densité de courant darsi».

7 — Le quadri-vecteur potentiel d’'univers dans le Me et sa divergence d’univers
(condition de Lorentz)

Au 8 4 ci-dessus, on a vu que les potentiels veeescalaire étaient reliés aux densités de
— - Y,
courant et de charge paA) =—-l,.j eta(—)=-H,.p
Cc

La relativité permet de regrouper ces propriétésrenseule en appelant quadri-vecteur
potentiel d’'univers dans le vide le quadri-vecteﬁr%z) :

On a alorsa(A, %2) =-u,.(j, p) . ce qui équivaut aux deux formules suivantes :

-~ 1 #*A - 1 9%V _ 1 .

a(A)——. =—U,. . =—C" .U, p=—— p. Onretrouve bien les
( & o | W ¢’ ot’ Ho P € P

formules du régime permanent quak@t V ne varient pas avec le temps. Mais le quadri-

vecteur potentiel d’'univers n’est défini que sicamnait aussi sa divergence, condition dite

condition de Lorentz On a alors, d'apres ce quidlit au 85 ci-dessus :

0= DiV,ers (A, ) div(A) +Ci %—\: c'est-a-dirediv(A) = _Lov

c® ot

univers

8 — Expression et propriétés du champ électromagrigtie (E, B) dans le vide en fonction
du quadri-vecteur potentiel d’'univers (K,%z)

Au 8 4 ci-dessus, on a vu que les charfipB) étaient reliés aux potentiels scalaire et

vecteur par les relatiors = —grad(V) et B= ﬁ(ﬁ) , Ce qui, par projection sur les 3 axes de
I'espace habituel a 3 dimensions, donne les 6tégaluivantes :

o°f aZr + ot
ox* 6y2 0z°
le laplacien d’une fonction vectoriel® (X, Y, Z) est un vecteur dont chaque composante est leclapla
« scalaire » d'une composante de la fonction, i.e.

AV (ax a°X 02X a%(+a%/ +a? 07 aZ +aZ
x> oy’ az "ox? ay® 0z ax? ay 0z

1%0n rappelle que le laplacien d’une fonction scaléx, y, z) est le scalairg[f] = et que

)



Ex = —6—\/ B - 6Az _ 6Ay
Ox * ¥y Oz
Ey = —ﬂ B = 6Ax - aAz
oy Y8z X
Ez = —6—V B = 6Ay _ 6Ax
oz £ 8 Oy

Nous allons donner une forme relativiste a cesitégatn remarquant que les 6 valeurs
(E..E,.E,,B,,B,,B,)sont toutes des deérivées partielles, ou des cormsbimalinéaires de

X 1 y 1 Z 1
dérivées partielles des composantes du quadriweptgentiel d’'univers
Dit autrement, il est donc possible de considéverlgs 6 valeurs précitées sont, a un
coefficient (i/c) prés en ce qui concerne les E déments du tenseur suivant :

0 Br Bi Bus 0 B, -B, -(i/c).Ex
Bn O Bxy  Bu B, 0 B,  -(i/0).E,

Buv = Bu Bm 0 By | |By B, 0 (i/c).E,
Ba Be Bg O @Wc).Ex (c)E, (c)E, 0

tenseur dans lequel les éléments sont calculdepéormules suivantes a partir des
composantes du quadri-vecteur potentiel d’univers :
A, A,
Hv
ox, Ox,
On retrouve bien, sous forme vectorielle :

en projection sur Ox'—:.EX = —%+ﬁ = —I—.
c ox, Ox, c

siv#p etB=rot(A) B, =0 etB, =-B,,

+_M—X c'est-a-direE, = -5_\/_ %A,
|.C5t 6X 6t

[
OX

donc gIobaIementE =—grad(V) —56—'? etB= H(K)

En régime continu, on retrouve bien les expressitassiques car A ne dépend pas du temps.
9 — Démonstration des équations de Maxwell dans Wde a partir de ce qui précede

Il suffit d’éliminer, entre les formules précédes)tkes potentiels scalaire et vecteur en se
souvenant des regles de calcul de I'analyse vedri

Nous calculons donc successivemﬁ(l?) , div(E) , H(ﬁ) et div(l§), ce qui donne:

. 5| rot(A) B
rot(E) = —rot I:grad(V) ]—% = —ZX—B
g ca— S, = 1 9%V 1
div(E) = —div I:grad(V):l—g[dlv(A) |=-4v) +5 S PP
0



r0i(B) =rot [rot(A) |=grad [iv(A) |-§A) =_i2 Eém\,) ]_i %:AJr -

_L13E 10°A 10°A  -_ 1 6E . OE
2 s o ar o e Thel=Ho] =Mo| T+ 5
div(B) =div [ro-t(A") ] =0

c.q.f.d.

10 — Conclusion

Méme si les notions précédentes sont un peu destihi fait de la mise sous forme
tensorielle, elles traduisent plusieurs faits :

- le cadre adapté a I'étude de I'électromagnétissteelui de la relativité et non de la
physique classique, dans laquelle il est nécesgairecourir a des artifices pour
expliquer les phénoménes observés (courant deapéant, potentiels retardés).

- le champ magnétique et le champ électrique nemamdes concepts distincts, mais
des aspects différents d’'un concept plus globalh&mp électromagnétique ; ils ne
sont séparables que dans le cas statique.

- Laforce de Coulomb et la force de Laplace dantsrétions partis au début de la
premiere partie de cet article, et dont les notamshamp électrique et de champ
magnétique sont d'ailleurs issues, sont elles-mé&laag aspects d’'une méme force.
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