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Jean-Baptiste Joseph Fourier, ses séries, ses triormées
par F6FQX, Jean-Pierre BOURDIER

Nous autres, radio-amateurs, connaissons certeanslg physiciens (André-Marie Ampeére,
Alessandro Volta, James Watts, Heinrich Hertz, Nikitesla, Michael Faraday, Joseph
Henry, etc.) parce que nous utilisons courammems lsBoms pour unités. En revanche,
d’autres grands savants, auxquels pourtant I'@éeijue doit tout autant, restent méconnus de
beaucoup d’entre nous.

Parmi eux, Joseph Fourier (né en 1768 a Auxerret, @mol830 a Paris), occupe une place
particuliére. En effet, parmi ses découvertégurent des « outils » que les radio-amateurs,
sans s’en rendre compte, utiliseront de plus es @hec le développement de la « software
radio », puisque ces outils sont au « traitemergigioal » ce que béche et rateau sont au

« traitement du jardin ».

L’objet de cette note est de présenter ces owdifagbn la moins mathématique possible,
mais il faut un peu de maths quand méme pour camdpeede quoi on parle.

Les « outils de Fourier » sont, dans I'ordre de& ticouverte, la « série de Fourier », la
« transformée de Fourier », la transformée invdesEourier », « la transformée discrete de
Fourier », « la transformée rapide de Fourier. »...

J'insisterai davantage sur la série de Fourieesti plus bref sur les transformées car ces
dernieres sont en fait des généralisations deelaigre : quand on a bien compris en quoi
consiste la série, on comprend mieux ce que sertdasformées.

Le papier ne comprend pas de graphique afin deasé&glourdir ; on pourra en trouver dans
I'article que j'ai publié dans Radio-REF de juindll9sous le titre « les harmoniques pairs ont
disparu ». On en trouvera de bien plus intéressarisre aux adresses données dans la
bibliographie en fin de document.

Quelques petits rappels d’analyse mathématique

- dans ce qui suit, on utilisera le terme « fonttcau sens habituel des physiciens, a
savoir I'opération qui permet de définir une gramd@esurable (par exemple une
tensionU en Volts) a partir d’'une variable mesurable (pareple le tempsen
secondes) ; on écrira alddsf(t) , formule qu’on lirax U égale f de t ».

- il pourra arriver que la grandeur soit doubler @emple une tension et une phase) ;
dans ce cas, il pourra étre intéressant de passarainbres réels aux nombres
complexes, ce qui ramenera formellement au camnplsi» (tout OM, méme non
matheux, connait ce cas de figure, qui est celyiadsage d’une résistance —simple- a
une impédance —double-) .

- une série est un ensemble de grandgpiadicées den=1 an =+o0 dont on fait la
sommeS, = U; + Uy + Uy + ...+ Uy ; si, quandh tend vers l'infini, cette somn®,
tend vers une limite finie, on dit que la série@stvergente.

! N'est évoquée ici qu’une petite partie de I'cewkeeloseph Fourier, qui va des mathématiques dpitélpgie
(certains le considérent comme I'égal de Champobieec lequel il travailla beaucoup), en passantapa
physique fondamentale (propagation de la chaleur).
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- une série trigonométrique est une seérie dort}esont des sinus ou/et des cosinus
d’une variable (ou dont ldd, sont, en utilisant les nombres complexes, dedifore
exponentielles d’'une variable complexe)

- une fonction périodique de pério@ie&lu temps est une fonction telle que la grandeur
U=f(t)=f(t+T) quel que soit ; on peut dire que les fonctions périodiques ¢las
simples » sont les fonctions trigopnométriques setusinus : tout OM est familier
avec ce qu'il appelle « une porteuse pure » giosailloscope, en donne la
représentation parfaite.

- les intégrales dont il sera question ici sontidesgrales définies, avec les extensions
classiques en la matiere quand on integre surdiabte de la droite réelle ou sur un
arc dans le plan complexe.

La série de Fourier :

Fonctions périodiques et séries trigopnométrigues :

Il semble que le premier savant a avoir eu l'idéeaiener I'étude de fonctions périodiques a
celle de séries trigonométriques soit le Suissdadd&ernoulli (1700-1782) lorsqu'il fit

I'étude des cordes vibrantes. C’est d’ailleurs an | réflexe qui anime 'OM quand il se
représente « la vibration de son antenne filaiee y « casant des multiples entiers de demi-
ondes ». Toutefois, sans rien enlever a Berndelignie de Joseph Fourier fut de considérer
gue cette décomposition d’'un phénomene périodigusEae trigonomeétrique pouvait
eventuellement étre utilisé comme un outil systémat voire étendu a des domaines
inattendus comme le cas de phénomeénes discortioivs,méme de phénomeénes non
périodiques. Son étude de la propagation de la&aahdans les solides, de 1802 a 1822, lui
fournit I'occasion de développer cette théorie ;

Plagons nous dans le cas le plus simple, a saweifanction périodique réelle de période T
(par exemple le module d’une tension U, lue auxiésid’une charge au Voltmetre) de la
variable t (temps) ; si la courbe est une bellasiide (la porteuse pure précitée), nous
n'avons pas besoin de décomposition en série wig@trique, ou plutbt la série se ramene a
un seul terme ; si, comme c’est plus généraleneecds, la courbe n’est pas sinusoidale, bien
gue périodique, on peut imaginer qu’elle est pégd@ superposition de beaucoup de
sinusoides de fréquences et d’amplitudes diffésefti@mme sur la mer quand on voit des
vagues, sur les vagues des vagues plus petitesgsuagues plus petites encore d’autres
vagues encore plus petites, etc.).

Le pari de Joseph Fourier fut que toutes ces sidas@uperposées avaient en commun
d’avoir des fréquences qui étaient des multipleeen(harmoniques) d’'une fréquence de
départ (appelée fondamentale) ; ce pari était as€'it se « justifiait intuitivement » dans le
cas des cordes vibrantes de Bernoulli (a causa denltrainte de la dimension physique des
cordes et des réflexions en bout, comme pour lrar@dilaire de 'OM...), pourquoi en
aurait-il été ainsi dans le cas de la chaleur paZiesupposait deux « a priori » mathématiques
ni démontrés alors, ni intuitifs :
- la convergence des séries trigopnométriques Stre® qui prouvait qu’en sommant a
linfini (ce qui, soit dit en passant, est infaifapratiquemenj, la série convergeait,
et convergeait en outre vers la méme valeur que dehnée par la fonction ?

2 En toute rigueur mathématique, une « somme infiméest pas une somme mais la limite d’'une somme.
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- Iincompatibilité, dans certains cas, entre couitié de chacun des termes de la série
trigonométrique, et la discontinuité de la fonct{gnandeur variant par exemple par
tout ou rien, entre deux états logiques) ?

Plusieurs grands mathématiciens s’opposerenteladlviolemment & Joseph Fourier sur ces
guestions, dont Laplace, Lagrange et Poisson!disrent pas complétement tort car il fallut
ensuite des décennies pour :

- trouver des cas de fonctions périodiques dordédeigs trigonométriques ne
convergent pas, c’est-a-dire des cas ou l'analgdeodirier « ne marche pas » ;
heureusement, il s'agit de cas trés particuliersareespondant pas aux cas habituels ;
dans I'immense majorité des cas, I'intuition deepdsFourier était donc bonne.

- régler la question du paradoxe continuité-disoniité (ce n’était pas la continuité
mais l'intégrabilité qui était en cause) ; la aussiuition de Fourier était la bonne
pour la plupart des cas.

Revenons maintenant a notre fonction périodiquierée fréquence N=1/T et donc de
période T (par exemple le module d’'une tensiorud,dux bornes d’'une charge au
Voltmetre) de la variable t (temps) ; dont la caurtest pas sinusoidale, bien que périodique,
et supposons, comme Joseph Fourier, qu’elle seitparposition d’une infinité de sinusoides
de fréquences multiples entiéres de la frequenugaimentale. En écriture mathématique,
cela signifie qu'on a :

U=1(t) :%+§{q.cos(m$tﬁ b, .sin(zgt}

et proposons nous de calculer les coefficiaptst b,.
La méthode consiste a faire un peu de calcul iatégais, rassurez vous, c’est tres simple.

(=T =il

Calculons d’abordy ; pour cela, intégrorft) de 2 a 2 ; tous les termes en sinus

T
P

f f(t).dt

—||H

et cosinus vont s’annuler et on va obtenir
f(t) comme on pouvait s’y attendre.

c’est-a-dire la valeur moyenne de

cos(ZT— )
Calculons ensuite an en multipliant les deux memtdeel’égalité par T "et
T T n
o t=-—— t=+— o cos(21—t)
intégrons de 2 a 2 ;tousles termes sauf précisément celuien T “vont

n
j f(0).cos(ar—t )dt

T
2

—|||\>

s’annuler et on obtiendra finalement

T
+

¢ . n
jT f(1).sin(27-t)dt

—||I\J

Le méme type de calcul, mutatis mutandis, donnera
Si maintenant, on adopte la notation complexeyauvera :
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+—

.
2 —i.27T-

j f(t).e "7 .dt
2

=[P

.n -
-i.2m—t C, =

U=f(t)=c+> g.e T
n=1

A
avec pour les coefficients :

L’intérét de cette série trigonométrique, dite s&ke Fourier de la fonctidit) est :
- de donner explicitement ce gu’on appelle aujduundle spectre des fréquences du
signalf(t) , fondamentale et harmoniques.
- de ramener I'étude d’'un signal compliqué a cdkisignaux simples, des signaux
sinusoidaux.

Rappelons toutefois que jusqu’ici il n'est questiue de signaux périodiques. Que devient la
méthode quand, comme dans le cas le plus fréqueptiysique, on a a traiter un signal non
périodique ? La encore le génie de Joseph Fouga¥ de trouver une généralisation en
substituant ce qu’on appelle aujourd’hui « la tfamaée de Fourier » a « la série de

Fourier ».

La transformée de Fourier et la transformée inversale Fourier

Deux approches de cette généralisation sont pessibit qu’on considére qu’un signal non
périodique est un signal de période infinie, saibq transpose de fagon plus théorique un
calcul de série en calcul d’intégrale.

La premiere approche est utile pour « visualiserphénomene, notamment a l'oscillo ou a
I'analyseur de spectre en réduisant de plus enlalitéquence et en observant comment les
courbes se déforment.

La seconde approche est incontournable dés quistnuidiser des outils mathématiques.
Nous adopterons donc celle-ci en donnant les gdsytincipaux auxquels elle conduit.

Soit donc une grandeur fonction du tenhs () qui est cette fois non périodique. Elle
n’est pas non plus nécessairement continue. L& seuldition a priori est qu’elle soit
intégrablé.

On appelle alors transformée de Fourief(fjda fonctionF(s) donnée par :
1 e .
F(s)=—.| f(1).e™.dt
(9= _J_ f(O

L’'intérét de cette opération est qu’elle est « réime » et qu’on peut retrouvit) a partir de
F(s) par ce gu’'on appelle la transformée inverse dei€ola fonction donnée par

1 +o0 s
ft)=—| F(s).€™.ds
= F)

De ces formules découlent les intéressantes ptépratiivantes :

% Hélas, en toute rigueur, cette condition d'int&gig ne suffit pas non plus & pouvoir définir urensformée
de Fourier inverse : il faut en outre que la fometsoit de carré sommable ; en fait, pour trouvecadre
parfaitement adopté a la théorie, il faut sortiddunaine des fonctions et adopter celui des digtahs de
Laurent Schwartz, que j'ai eu I'honneur d’avoir camprofesseur d’analyse dans les années 60. Mass no
sortons la trés largement du cadre de ce modegterpa
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- latransformation est linéaire
- la transformation de Fourier est continue, detémulle a l'infini et bornée
- latransformation de Fourier échange dérivatiomatiplication par (xi.x)
Ces propriétés rendent la transformation de Fotnésr« sympathiques » quant aux calculs.

On voit quef(t) décrit le signal en fonction du temps alors qu F décrit en fonction de sa
fréquence ; la premiére fonction est dite du dom&emporel et la seconde du domaine
spectral.

Toutefois, rien n’étant parfait, on se rend congpteisage que transformée de Fourier et
transformée de Fourier inverse, malgré leur inténétnatiere d’analyse spectrale d’un signal,
restent des outils plus théoriques que pratiquesi @it que si le XIXéeme siecle a surtout vu
la théorie se développer sous I'angle de la rigneathématique des concepts en jeu, le
Xxeme, et jusque dans les années 1990, a été céressdévelopper des outils pratiques
d’analyse numérique : tranformée discréte et tansée rapide.

La transformée de Fourier directe et la transforméede Fourier rapide

Transformée de Fourierettransformée inversene peuvent étre utilisés que si les données
etudiées ont une représentation formelle (c’est@gl’on peut les décrire par une formule
mathématique : par exemple dans le cas d'un liftéaire non récursif ou d'un signal
sinusoidal.

Or, dans les études en traitement du signal, caneshé a représenter des signaux dont la
transformée ne peut pas s'écrire comme une ford&gendant d'un aussi petit nombre de
parametres. Et méme dans le cas ou une écritureefierexiste, on a souvent besoin de
représenter la transformée de Fourier d'un sigméh oeéponse en fréquence d'un filtre. On
utilisera pour cela les outils informatiques.

L'utilisation de techniques numériques pour effectun calcul de transformée de Fourier
suppose que le nombre de données a traiter siodtfirue le nombre de fréquences pour
lesquelles on calcule la transformée soit aussi fin

Pour conserver la méme quantité d'informations;adculera autant de données dans le
domaine des fréquences qu'il y a d'échantillonsigial dans le domaine temporel. C'est
I'objectif-méme dda transformée de Fourier discréte qui est donc la transposition en outil
informatique de la transformée de Fourier strieioss!.

La transformée de Fourier discréte substituera @ddadormule théorique avec intégrale
définie des sommes discretes avec des formulegeéu t

n—1
Owid . )
f"?-:Zr;;e_n"”” j=0,...,n—1.
k=0
dans lesquelles leg seront des nombres complexes.

Mais, méme ces formules présentent un inconvépiamt les informaticiens, celui du temps
de calcul jugé prohibitif ; en effet, on voit qu’ama faire a des matrices a n colonnes et n
lignes, donc a des calculs dont le temps croit ceternarré du nombre n; c’est pour
réduire ce temps qu’a été inventée la transformateFourier rapide.
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La transformation de Fourier rapide, pour prendre une image connue des radio-amateurs,
est, trés grossiérement, a la transformée discetgi’est la BLU a I’AM. On cherche a
réduire les redondances d’information dans le taleda transformée discréte, et on peut
alors arriver & un temps de calcul qui ne crofs pjue comme le produitlog(n)*, ce qui est
une réduction colossale quand on est, comme tagnuinformatique, dans le domaine des
grands nombre d’opérations (par exemple, pour fisp8rations, on voit que le calcul est
70000 fois plus rapide !). Bien sl transformation inverse se génere de la méme facon,
du fait de la similitude des formules.

La transformation de Fourier rapide a donc donmé diu développement de tres nombreux
algorithmes, dont je ne cite que quelques-uns saimer dans les détails, tres spécialisés, qui
relévent de I'analyse numeérique (les noms sont desxmathématiciens a qui on les
attribue) :
- algorithmes « sans erreut »

- Carl Friedrich Gauss (1805), méthode par récarsio

- James Cooley et John Turkey (1965), adaptatioprécedent

- Goog-Thomas, variante de Cooley-Turkey basééescthéoréme des restes chinois »

- Rader-Brenner, également

- Bruun, méthode récursive basée sur des polynémes

- Winograd, méthode polynomiale recourrant aux n@sipremiers et a la convolution

- Bluestein (algorithme dit « chirp-z »), autre hredte de convolution

- Sorensen (1987), variante « allégée » de Coolakely
- algorithmes avec « une marge d’errelir »

- Edelman et al. (1999), méthode destinée a un&mmgntation en parallele

- Guo et Burrus (1996), méthode basée sur les ettdg|

- Shentov et al.(1996)

- Gentleman et Sande (1966)

- Ergln (1995), méthode permettant la mesure galidité de I'algorithme.

On remarqguera que le nombre de méthodes et letésrdres récent de certaines d’entre elles
attestent que le théme de la transformation dei&oest a la fois vaste et encore en progres
pres de deux siecles aprés son apparition.

Bibliographie :

- surlathéorie générale de la série de Fouridegtiransformées de Fourier, le site
canadien de wikipédia est excellent :
http://fr.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_de_Fourier

- une excellente biographie détaillée de Josephiéroet de son oeuvre est disponible
a :http://joseph.fourier.free.fr/

- sur les techniques numériques pour le traitedargignal, et en particulier sur la
transformeée rapide, on peut utilement consulter :
http://www.essi.fr/~leroux/courssignal/

* L'invention du logarithme lui-méme n’avait-elleppour objet de simplifier les calculs astronomijae
transformant les multiplications en additions ?

® du fait de leur nature analytique (un peu comnelapression d'images » sans perte de qualité » en
informatique)

® comme les « .jpg » en compression d'images emrirdtque
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Série et transformée de Fourier (presqu@ sans mathématiques
Complément a la note «Jean-Baptiste Joseph Fowgesr séries, ses transformées »
par Jean-Pierre Bourdier, F6FQX

Un tout petit peu d’histoire

Joseph Fourier s’intéressait, entre autres, aolpggation de la chaleur dans les métaux. Une
de ses expériences consistait a disposer d’'une beitallique dont il chauffait une extrémité
et mesurait comment variait, avec le temps, la tgatpre aux deux bouts.

Il fit alors plusieurs constatations, certainesratues, d’autres inattendues :

- Constatation 1 : chauffer une extrémité élevietapérature de cette extremité

- Constatation 2 : cela éleve aussi la températeiéautre extrémité, mais un peu plus
tard (la chaleur se propage donc dans la barrewaecertaine vitesse)

- Constatation 3 : si I'apport de chaleur est téil ggrovoque une variation périodique
de la chaleur a un bout, la variation de tempéeadutautre bout est également
périodique et de méme période

- Constatation 4 : dans certaines configuratiofad®rre, et en particulier si la barre est
suffisamment longue, quelle que soit la fordue« signal température » périodique a
'extrémité chauffée, la température a l'autre éxtité varie suivant une fonction
guasiment sinusoidatil temps de méme période.

Joseph Fourier eut alors l'intuition que le sigp@tiodique de forme quelcongimposé a la
barre en la chauffant était en fait la somme dsielus « composantes », c’est-a-dire de
signaux de forme plus simp{des sinusoides), et que la barre, suivant ladayaion lui

donnait, jouait un « rdle de filtre » en ne « largsarriver » a l'autre bout que l'autre que

'une de ces composantes. Comme souvent en scierpéamentales, c’est en partant de ces
constatations et de cette intuition gu’il inverga puissants outils mathématiques dits de

« I'analyse de Fourier » (série et transformée).

Le chant du pipeline

Beaucoup plus modestement que Joseph Fouriegy’deux cents ans plus tard a travailler
en tant que technicien dans I'industrie pétrolgirg me souviens d’une expérience amusante
au Sahara. Les essais lors de la mise en senuoep@eline font qu'on en manceuvre les
vannes dans les postes de sectionnement. Cetteunande fermetures et d’'ouvertures
répétées fait un bruit assez caractéristique de goron ferme et qu’on ouvre. C’est un

signal périodigque par nature mais peu musical (darartiori, non sinusoidal). En revanche,
guand on écoute le signal a quelques kilometreoddieu d’émission (dans le prochain

poste de sectionnement) on le trouve trés purdetgrave). Le signal a été « filtré » par le
tube du pipeline, qui n’en a laissé subsister audae la fondamentale.

Le Pere Noél vous a apporté cette année un magnifig récepteur toutes bandes et tous
modes

C’est d'ailleurs un Pere Noél généreux et richesgué I'an passé vous aviez eu droit a un
analyseur de specfreet il y a deux ans & un oscilloscdpavec ces 3 appareils, vous allez

"On parlera quand méme un peu de mathématiques saras dépasser ce qu’un OM doit savoir pour paaser
licence d’émission.

8 Dans la suite, on appellera cet appareil « spectro

° Dans la suite, on appellera cet appareil « ossillo
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enfin pouvoir vous livrer a des expériences auedigt visuelles traitant de I'analyse de
Fourier. L’écoute d’une émission dans laquellesilgquestion de musique vous en donne
I'occasion.

Cela tombe bien, France Musique diffuse justemaatamission consacrée a lI'apprentissage
de la guitare. On y entend des personnes qui padgeelques airs simples de guitare (des
accords répétés par exemple) et, de temps en téampse d’'un diapason.

Pour bien comprendre les phénomeénes, vous faifes apvotre ouie (via le haut-parleur de
votre récepteur) et a votre vue (via oscillo etcsmebranchés en paralléele sur le haut-parleur).
Comme le temps joue un rble dans cette expériences, prenez en outre des photos
simultanées des deux écrans a certains instants.

Enfin, vous utilisez un réglage bien pratique deesoécepteur, qui permet de faire varier la
largeur de bande restituée par le haut-parleufdeéH2 (bande large) & 20 Hz (bande étroite).
C’est un excellent récepteur, n’est-ce pas ?

Premiere expérience : les speakers parlent

Votre récepteur est réglé en bande large. Vous tamep parfaitement ce qu’ils disent. Le
spectro vous montre un paysage montagneux faiicdeepde creux pointus s’étalant sur tout
le spectre et variables tant en amplitude qu’eiitipos L’oscillo vous montre un paysage plus
marin que montagneux : des sommets et des creus, Ineaucoup plus « arrondis et pleins »,
qui vous font penser a la surface de la mer, agagralsses vagues, des vagues moyennes et
des petites, variables aussi en position et eniardplet s’étalant sur tout le spectre. Ces
paysages ne se répéetent pas d’'un instant a I'guitreieurs photos prises a des instants
différents sont toutes différentes). Vous vousgjigejuste titre : je suis en face d’un signal
non périodigugavec beaucoup de fréquences présentes

Les speakers parlent toujours mais, maintenant déuaidez de passer votre récepteur en
« bande étroite », plus exactement vous le réglesode qu'il ne laisse passer que les
signaux entre 100 Hz et 110 Hz. Premier effmimme vous vous y attendiez, vous ne
comprenez plus du tout ce qui se dit. Deuxiéme effetre spectro ne vous montre plus
gu’un pic a la méme position tout le temps maismktude fluctuant irrégulierement en avec
le temps. Troisieme effetvotre oscillo vous montre une courbe qui estsinasoide presque
pure, dont 'amplitude fluctue irrégulierement avetemps. En outre, vos photos vous
montrent que le pic au spectro et la sinusoidesxillo sont corrélés en temps et en
amplitude (c’est-a-dire que I'un existe quand Ifawgxiste, et que plus I'un est haut plus
l'autre est ample). Vous vous dites a juste tifeesuis en face d’un signal périodique
sinusoidalavec une fréquence uniquggnal dont 'amplitude maximale varie elle-méme
avec le temps.

Vous refaites la méme expérience en changeannkdel@assante de votre récepteur, plus
exactement en le calant de 20 Hz a 30 Hz, puifddz3a 40 Hz, etc. jusqu’a de 19990 Hz a
20000 kHz (quel courage !). Chaque fois, vous @azgtexactement le méme type de
phénomene. Vous déduisez de cette premiere expéries conclusions suivantes :
- en «découpant en tranches fines » de frequemsegnoal non périodique, on trouve
des signaux quasiment sinusoidaux sur toutesdgsdnces
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- un signal non périodique est donc la somme d'&s grand nombre de signaux
simples sinusoidad%

Bravo, vous venez de découvrir expérimentalemequésst la transformée de Fourier :

partant d’'un signal non périodique, on peut, deriegpntinue, a chaque fréquence du

spectre considéré, associer un signal sinusoidalldnplitude maximum varie avec le

temps On est donc en présence, a tout moment, « dhfimet@ continue de signaux »

sinusoidaux superposes.

Seconde expérience : les guitares jouent des airsples, par exemple des accords
répéetes

Votre récepteur est réglé en bande large. Vousreissez facilement des mélodies trés
répétitives, c’est-a-dire un signal avec beaucaipates, mais périodiguee spectro vous
montre encore un paysage montagneux fait de pibs eteux pointus s’étalant sur tout le
spectre et variables tant en amplitude qu’en psitais, cette fois, régulierement espaceés
L’oscillo vous montre un paysage plus marin que tagmeux : des sommets et des creux,
mais beaucoup plus « arrondis et pleins », qusVail penser a la surface de la mer, avec de
grosses vagues, des vagues moyennes et des petitables aussi en position et en
amplitude s’étalant sur tout le spectre aussi, imaes une énorme différence par rapport au
cas de la parole : cette fois, le signal, bienguen simple », se reproduit a intervalles de
temps réguliers. Vous vous dites, a juste titeesuis en face d’'un signal périodigue non
sinusoidalavec moins de fréquences présentes (elles spiitg@ment espacées) que dans le
cas de la parole

La musique joue toujours mais, maintenant, vougddéale passer votre récepteur en

« bande étroite », plus exactement vous le réglesode qu'il ne laisse passer que les
signaux par bande de 10 Hz. Premier effeh’y a pas de musique « dans tous les canaux »
Deuxiéme effet votre spectro vous montre des pics dans certaingux seulement,
d’amplitude fluctuant irrégulierement en avec Ieps. Troisieme effet« dans les canaux ou
il y a de la musique » votre oscillo vous montre gourbe qui est une sinusoide plus pure
gue dans le cas de la parole, dont 'amplitudetdleicrrégulierement avec le temps. En outre,
vos photos vous montrent que le pic au spectra gihlusoide a I'oscillo sont corrélés en
temps et en amplitude (c’est-a-dire que I'un exagtand 'autre existe, et que plus I'un est
haut plus I'autre est ample). Vous vous dites tejtire :_je suis en face de signaux
périodiques sinusoidauavec des fréquences régulierement espaceées Iifiendze et
harmoniques)signaux dont 'amplitude maximale varie elle-méawec le temps..

Vous déduisez de cette seconde expérience lesusioms suivantes :

- en «découpant en tranches fines » de frequems@gnal périodique non sinusoidal,
on trouve des signaux sinusoidaux uniquement staices fréquences (fréquence
fondamentale et harmoniques)

- un signal périodique non sinusoidal est donofarse d’un tres grand nombre de
signaux simples sinusoidddxmais étagés en fréquence fondamentale et
harmoniques..

10 Cette seconde conclusion est exacte mais, entiguteur, n’est pas démontrée par I'expérienciautirait
pour cela avoir « enregistré toutes les tranchetdes reproduire simultanément, ce qui nécesstgarés
appareils. Commandez les donc au Pére Noél I'achpip...

' méme remarque que pour la note précédente.
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Bravo, vous venez de découvrir expérimentalemenquéest la série de Fourier : a un signal
périodigue non sinusoidal on peut associer , denfd¢scontinue (en mathématigues, on dit
« de facon discréete »), a certaines fréquencegeltre considéré régulierement espacées
(fondamentale et harmoniques), un signal sinusaloia I'amplitude maximum varie avec le
temps On est donc en présence, a tout moment, « dhfimeté discontinue de signaux »
sinusoidaux superposes.

Troisieme expérience : le professeur de guitare doe le LA avec son diapason

Votre récepteur est réglé en bande large. Vouswreissez facilement la note de musique,
c’est-a-dire_un signal périodigue « simpld_e spectro vous montre un paysage simple : un
seul pic sur une seule fréequence (celle du LA) avecamplitude constante (tant que le
diapason est appuyé sur la guitare). L'oscillo vouamitre un paysage tres simple également :
une seule vagué une parfaite sinusoide d’amplitude maximum cartstdans le temps.Vous
vous dites, a juste titre : je suis en face d'@mal périodigue sinusoidavec une seule

fréquence.

Le diapason résonne toujours toujours mais, maaniewous décidez de passer votre
récepteur en « bande étroite », plus exactemerst leaéglez de sorte qu'il ne laisse passer
gue les signaux par bande de 10 Hz. Premier efifeis les canaux sauf un (celui qui contient
le LA) sont vides. Deuxieme effevotre spectro ne vous montre rien, sauf dacaral du

LA ou est installé un pic d’'amplitude constantealetemps. Troisieme effetwvotre oscillo
vous confirme que seul le canal du LA est occupgu@ I'est par une sinusoide pure, dont
'amplitude est constante dans le temps. Il estdoutile de faire des photos. Vous vous
dites a juste titre : je suis en face d'un sigmalsoidal purde fréquence fixe et d’amplitude
constante dans le temps.

Vous déduisez de cette troisieme expérience ceauesaviez déja : un signal périodique
sinusoidal est caractérisé par sa seule fréquésom @amplitude maximum constante dans le
temps.

Résumons nous et généralisons vos constatationsyjours sans mathématiques

En résumé, vous avez constaté que les « signaux auleés sons) peuvent étre classés en 3
groupes ; en allant du plus simple au plus compliqu

- les signaux périodiques sinusoidaux (par exengaejotes)

- les signaux périodigues non sinusoidaux (par ekentes accords répétés)

- les signaux non périodiques (par exemple la pajol
L’étude des signaux du second et du troisieme grgapit se ramener a I'étude, beaucoup
plus simple, des signaux du premier groupe a I'deldeux outils mathématiques appelés
respectivement « série de Fourier » et « transferdeéFourier ».
Ce que nous venons de voir pour les sons est dsadta a tous les phénomenes
(périodiques ou non comme on a vu avec la pardés)'instant ou il s’agit de signatfxLes

2 Malheureusement, la langue francaise, contraireénéeaucoup d’autres (allemand, anglais, espagnol
notamment), emploie deux mots différents (ondesgties) pour désigner le méme phénomeéne.

13 A condition de ne pas rabacher continuellementidane chose, car on revient alors au groupe prétéden
14 au sens de la théorie des signaux, c’est-a-diieyom production d’'un phénoméne & un endroitemoment
donnés, phénoméne qui en provoque un autre a uniefidentique ou non) donné et a un moment donné
(identique ou non) ; la propagation des variatidesempérature dans la barre métallique de JosmyiieF était
un signal.
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ondes électromagnétiques en sont un parfait exengpigarticulier, la lumiére : I'arc en ciel
est une « magnifique transformation de Fourier situn

In cauda venenum : un tout petit peu de mathématiges quand méme

Rassurez vous, ce sera tres simple.

Pourquoi faut-il deux outils mathématiques (séad-durier et transformée de Fourier) et non
un seul ?

Parce gu’'on a a traiter deux problemes de comglévas différente et qu’il est préférable,
méme si fondamentalement le probléme est de métaeend’adapter I'outil au problérte:

- un signal périodique est beaucoup plus simplamgignal non périodique car sa
description sur un bref moment (une période) saffé décrire entierement : la « série
de Fourier », expression sous forme d’une sommerdBrable (c’est la définition
mathématique d’une série) de signaux sinusoidatmdraques est I'outil simple ( ?)
adapté.

- un signal non périodique est infiniment (sic)ptompliqué car sa description ne peut
se faire que sur toute sa durée qui peut étréangsie (voire infinie) : la
« transformée de Fourier », expression sous fofomedonction continue de la
fréquence sur tout le spectre, fonction qui seutalelle-méme avec une intégrale sur
tout le temps, est I'outil complexe (6 combiendppté.

Le venin dans la queue, c’est le mot « intégradeie je viens de lacher. Certes, « intégrale »
rime avec « mygale » pour les non matheux (et peaucoup de matheux aussi, rassurez
vous), mais disons simplement qu’une intégraletaiae somme d’un trés grand nombre de
valeurs, dont chacune est trés petitor, une facon de trouver le chainon manquameent
signal périodique et signal non périodique estipéioent d’augmenter la période a l'infini,
c’est-a-dire de faire tendre la fréquence vers zé&asérie de Fourier devient alors « tellement
dense » (parce que I'espacement entre harmoniquesligit et tend aussi vers zéro) qu’elle
se met a ressembler de plus en plus a une intégratda boucle est bouclée.

15 Qu'il s’agisse de ravitailler les halles de Runmisde livrer des pizzas & domicile, on a & faioe @robléme
de transport ; si, pour le résoudre, on disposaldas « outils de transport » que sont une moleykdtun 36
tonnes, il y a fort a parier qu’on n'utilisera padifféremment I'un et I'autre dans les deux cas...

18 que les spécialistes des intégrales (je n’ai fiaslds intégristes ») me pardonnent ce raccaseéi
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