RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES ET NOMBRES COM PLEXES
par Jean-Pierre Bourdier, F6FQX

Dans des articles précédents sur le méme sitegoaqué d’'une part I'utilisation des
nombres complexes en électromagnétisme, d’auttdgoasolution de certaines équations
(celles du troisieme degré) dans le corps des nesméels.

Or, certains problémes d’électromagnétisme amemsiimteresser d’emblée a des équations
dont les coefficients sont eux-mémes des nombmeplexes, équations dont on recherche les
racines dans le corps des nombres complexes. dsdign qui se pose alors est la suivante :
les méthodes et les formules apprises pour leemsambres réels s’appliquent-elles ? La
réponse a cette question est « oui » pour lesesgdlis simples (ceux d’équations §u 1
degré), mais « non » pour les équations dli& du 3™ degré.

1 - Généralités

Pour le premier degré, en effet, une équation dertae aX+b =0 (dans laquellé&# 0)

b
X=-—

admet pour racine unique  a qu’on soit dans le corps des nombres réels ou cos
des nombres complexes.

Pour le 3™ et le 3™ degrés, en revanche, les méthodes et les forraptesses dans le cas
des réels font référence au signe de certaineslguas, appelées discriminants ( les fameux

A=b?-4ac pour le 3™ degré et = 4.P*+270° pour le 3™ degré). Or, la notion de
nombres positifs ou négatifs ne s’appliquent pasreumbres complexes. En outre les
formules, dans le cas des réels, utilisent desaadi(symbolisant des racines carrées ou
cubiques), qui sont sans signification dans ledesscomplexes.

Nous allons donc examiner comment résoudre legiégaade degré supérieur a 1 lorsque
leurs coefficients sont des nombres complexesllant @u cas le plus simple (€% degré)
au plus compliqué (Ieef?edegre) Mais auparavant, nous ferons un rappdaswtion de
puissance entiere et de racine nieme d’'un nombmplexe, car il s’agit du nceud du
probléme.

2 - Rappel sur la notion de puissance entiere et dacine n-ieme d’'un nombre complexe
('usage veut qu’on dise « racine carrée » quand r2=et « racine cubique » quand n=3) :

Soit un nombre complexe dont le réel pogitiest le module, et dont le rékst I'argument ;

il s’écrit donc :

qZ=Ae’=Acosf+jA.sif=[Ad]

On sait que le nombre complexe obtenu quand orulgpire n fois par lui-méme vaut
Y,=Z"=A"e" = A.conf+j A" sim@=[ A" nd]

Inversement, on fait correspondre au nombre corepfexce qu’on appelle « ses n racines n-
iemes », qui sont les n nombres complexes

Xnk:A%.ej{n s =AM, co{ + XK - )+JA}/ snEu + K- j {A%( + R ﬂ
' n n n n n n

obtenus quand le nombre entier k varie de 1 a n.



Exemple des n racines n-iemes du nombre 1

— j.20T —
Le nombre 1 s’écrit sous la forme du nombre comalel‘l’a ‘[1’ 2”1

il 2k
1, _ o) :co{ ?Js.fjﬂ .sirﬁ x’lj{ 1,2.’—?}
Donc, ses n racines n-iémes valent n n n

Par exemple, les 3 racines cubiques de 1 sont

]“Vk :ei-(Z'gj = _1.,. J%

2
1n,k = ej{%) = —%

1n,k = ej{&g) =1
3 — Cas des équations du"2°degré :

En reprenant la forme usuelle, une équation durgkdegré s’écrit sous la forme

2 —_ .
ax”+bx+c=0 (dans laquelléd # 0 et les coefficients sont des nombres complexes).
On peut aussi I'écrire sous la forme :

{( b jz b? —4.ac} B
as| x+— | —————=0
2a 4a

b? —4.ac}

gue nous appelleronéyl et % =9

Toute équation du second de@r-é2 +b.x+c=0 (dans laquelléd # 0 et les coefficients sont
des nombres complexes) admet donc 2 racines qui son

_—b+d

~ 2a

-b-9
2a

Or, le nombre complex admet 2 racines carrées, qui sont d’'ailleurs opm <t

X2=

, : . b* - 4.ac}
en prenant pou? I'une quelconque des 2 racines carrées du nondnnelexe{

4 — Cas général des équations di"™§ degré

En reprenant la forme usuelle, une équation dsiéwie degré s’écrit sous la forme

X?+p.X+0=0 dans laquelle® et d sont des nombres complexes.
PosonsX = A+ B, ce qui conduit a :

(A+ 5)3 +p.(A+B)+a=0 o, encore® * B*+(3.AB+p).(A+B)+q=0
B_ p

. / . 3 3 _ _
Si, maintenant, nous lions A et B par la relation 3, nous obtenoné® *B"=-q
Nous connaissons donc le produit et la somme dematitésA® et B3, ce qui permet de les
identifier comme les racines Y1 et Y2 de I'équatittnsecond degré :



3
2 _[ A3 3 33— Y2+ .Y—£=O
Y (A +B )'Y+A B7=0 qui s’écrit ici : q 2 :

\l

3
2

A= +a _
Le nombre complexe 27 admet 2 racines carrées.

Soit 9 I'une quelconque d’entre elles.
3
.  Yeqy-To=o . .
On sait alors que I'équation 27 admet 2 racines qui sont
_q +5
2
_—9-9
N
Le probleme est maintenant de calculer les 2 nosndweplexe#\ etB dont nous savons
que :

- si on prend pour A I'une des 3 racines CubiC]LEgld alorsB est une des racines cubiques
de V>

Y1:

| | o AB=-P
- toutefois,B n’est pas n’importe quelle racine cubique 'decar le produit 3

La méthode la plus simple consiste donc a prengreessivement poux les 3 racines
_—q+o

cubiques successivésg , Ay, Az de ! 2 et aassocier, a chacune de ces 3 racines

cubiques déry, les 3 racines cubiques dedésignées respectivemdsit, B, , Bz et qui

valent :

Pour récapituler la résolution d’'une équation 8lFdegré X* + P-X +0=0 gans laquelle?
et d sont des nombres complexes, il convient de procgmame suit :
A=q°+ 4.E
Etape 1 on calcule le nombre complexe 27
Etape 2 on calcule 'une quelconque de ses deux racagges ; on la désigne par
_—qto
Etape 3 on calcule le nombre complexmla_ 2

_—Q+o
Y =
Etape 4 on calcule les 3 racines cubiques A, , A; de ! 2
Etape 5 fes 3 racines de I'équatiott” * P-X +d=0 sont alors données par




X1:A1+__

3A
X2:A2+E
X3=A3+ﬁ

5 — Cas particulier des racines complexes des éqigats du 3™ degré a coefficients
réels :

. L, . 3 —
Il s’agit du cas de I'équatior” + P-X+0=0 dans laquelle :
- les nombresP et 4 sont des nombres réels,

3
A:$+4£_
- le discriminant 27 est positif,
on cherche non seulement a la racine réelle, muasi les racines complexes.

L’application de la méthode précitée au § 4 ci-dses®nduit alors, apres calcul, au résultat

suivant :
- on calcule les 3 nombres réels suivants :

3
A= +a
a 27
a, = 3 —_q +\/Z
V2
bO =3 ﬂ
2 \
- les 3 racines de I'équations sont alors les sues(la f€est réelle, les 2 autres non) :
_&th
A 2

_ %+%+-%_%
=- . A3
X St 2‘f

_ ao+b0 ; ao_bo
=- - . A3
Xy 5 2‘f




